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和 重要 理论 的 来 源 和 背景 ,强调 培养 读者 运用 泛 函 方法 解决 问题 的 能 力 , 注 
意 介绍 泛 函 分 析 理 论 与 数学 其 它 分 支 的 联系 . 书 中 包含 丰富 的 例子 与 应 用 ， 
对 于 掌握 基础 理论 有 很 大 帮助 . 
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六 十 年 代 以 来 ， 许 多 高 等 院 校 都 开设 了 泛 画 分 析 课 程 ， 而 数 
学 系 的 学 生 大 都 把 证 画 分 析 当 作 一 门 基础 课 来 学 。 这 种 趋势 反映 
了 近 风 十 年 来 数学 的 发 展 ， 泛 画 分 析 在 分 析 学 中 已 占据 了 重要 的 
位 置 。 

泛 画 分 析 是 一 门 较 新 的 数学 分 支 ， 在 它 的 发 展 中 受到 了 数学 
物理 方程 和 最 子 力学 的 推动 ， 后 来 又 整理 、 概 括 了 经 典 分 析 和 画 
数论 的 许多 成 果 。 由 于 它 把 具体 的 分 析 问 题 抽 象 到 一 种 更 加 纯粹 
的 代数 、 拓 扑 结 构 的 形式 中 进行 研究 ， 因 此 逐步 形成 了 种 种 综合 
运用 代数 、 儿 何 (包括 拓扑 》 手 段 处 理 分 析 问 题 的 新 方法 。 正 因 
为 这 种 纯粹 形式 的 代数 、 拓 扑 结构 是 根植 于 肥沃 的 经 典 分 析 和 数 
学 物理 土壤 之 中 的 ， 所 以 ， 由 此 发 展 起 来 的 基本 概念 、 定 理 和 方 
法 也 就 显得 更 为 广泛 、 更 为 深刻 。 现 在 ， 泛 分 析 已 经 成 为 一 门 
内 容 丰 宣 、 方 法 系统 、 体 系 完整 、 应 用 广泛 的 独立 分 支 。 对 于 任 
何 一 个 从 事 纯 粹 数学 与 应 用 数学 研究 的 学 者 来 说 ， 它 都 是 一 门 不 
可 缺少 的 知识 。 

国内 现 已 出 版 不 少 诈 夯 分 析 数 材 。 但 其 中 有 的 或 偏 于 专门 ， 
或 过 于 简略 ， 共 共同 缺陷 是 把 这 门 联系 广泛 、 直 富 多 彩 的 课程 与 
经 典 分 析 及 数学 物理 隧 绝 了 起 来 。 读 者 学 完 以 后 ， 有 了 时 只 能 欣赏 
其 体系 之 抽象 、 论 证 之 精巧 ， 却 难以 体会 到 泛 画 方法 的 实质 及 威 
力 。 

本 书 是 试图 弥补 这 一 马 陷 而 编写 的 一 本 数 材 ， 它 力图 向 读者 
展示 泛 画 分 析 中 苦于 重要 概念 、 理 论 的 来 源 与 背景 ， 力 图 向 读者 
介绍 如 何 透 过 分 析 问 题 的 具体 内 容 洞 察 其 内 在 的 代数 、 几 何 实 
质 ， 力 图 向 读者 表明 泛 夯 分 析 理 论 与 数学 的 其 它 分 支 有 着 密切 的 
联系 ， 并 有 广泛 的 应 用 。 


实现 以 上 目的 所 作 的 变动 是 深入 而 细致 的 。 我 们 只 能 通过 几 
个 典型 例子 ， 来 说 明 本 书 的 一 些 特 点 。 

为 了 使 读者 对 于 紧 算 子 谱 (Riesz-Schauder) 理论 的 来 龙 去 
了 胀 有 一 个 比较 至 面 的 了 解 ， 我 们 是 从 线 代 数 方程 组 可 解 人 性 的 过 论 
开始 的 。 对比 积分 方程 ， 我 们 逐条 把 Fredholm 结论 “BH 译 ” 成 
相应 的 线性 子 寄 间 的 儿 何 关系 ， 又 通过 分 析 有 和 穷 维 疝 题 与 无 穷 维 
问题 之 间 在 算 子 值 域 与 谱 集 方 面 的 异同 ， 给 出 紧 算 子 谱 定理 的 证 
BJ. 然后 温 接 把 这 一 理论 应 用 到 椭圆 型 边 值 问题 可 解 性 及 本 征 值 
问题 的 过 论 中 去 . 此 外 ， 览 于 指标 理论 在 现代 数学 发 展 中 的 重要 
性 ， 我 们 以 奇 晃 积分 算 子 为 例 ， 引 出 Fredholm WFP, FFF tH 
应 的 指标 公式 ， 

Hahn-Banach 定理 是 泛 画 分 析 中 一 个 十 分 重要 的 划 本 定理 , 
它 的 重要 性 不 仅 表 现在 其 对 建立 Banach z£ 间 理论 体系 所 起 的 作 
用 上 ， 而 且 还 者 现 在 解决 许多 具体 的 分 析 问 题 之 中 ,然而 Hahn- 
Banach 定理 的 这 些 巧 妙 的 应 用 ， 大 不 是 读者 在 学 了 它 的 定理 陈 
述 与 证 明之 后 就 能 一 目 了 然 的 ,事实 上 ,往往 需要 把 原始 分 析 问 题 
的 陈述 转化 成 几何 形式 。 只 有 从 几何 形式 中 把 问题 化 归 为 凸 集 分 
离 或 足够 多 活 画 的 存在 之 后 ， 应 用 Hahn-Banach 定理 才 是 可 能 
的 。 我 们 在 数 材 中 选择 Runge 到 近 定理 以 及 同 规 划 存 在 性 定理 
等 作为 例子 ， 逐 步 引 导读 者 去 考察 这 种 转化 ， 体 会 泛 画 方法 解决 
经 典 问题 的 威力 . 

为 了 介绍 泛 画 分 析 的 应 用 ， 往 往 需 要 涉及 其 它 数学 分 支 的 后 
识 。 许 多 泛 男 数 材 ， 因 受制 于 体系 的 自我 封 且 ， 放 使 应 用 部 分 不 
能 充分 展开 。 然而， 学 科 的 饵 互 渗透 刀 趾 当今 数学 发 展 的 一 个 主 
要 趋势 。 因 此， 在 数学 中 似乎 不 必 过 于 拘 惠 。 在 本 书 中 ， 我 们 对 
于 Brouwer 不 动 点 定理 、 单 位 分 解 定 理 等 几 个 很 容易 从 其 它 课 程 
中 学 到 的 定理 ， 不 证 明 地 加 以 引用 ， 莽 给 出 参考 文献 。 去 卸 上 述 
约束 之 后 ， 介 绍 泛 画 分 析 应 用 的 天 地 就 广阔 多 了 。 于 是 在 本 忆 
中 ， 我 们 把 泛 画 分 析 的 几 个 基本 定理 应 用 到 常 、 偏 微分 方程 埋 
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人 论 、 实 醒 数论、 画 数 逼近 论 、 数 值 分 析 、 数 学 规划 理论 、 变 分 不 
等 方程 等 好 几 个 数学 分 支 中 去 ! 本 书 还 有 续 编 ， 在 那里 我 们 还 将 
更 深入 地 介绍 证 画 分 析 与 其 他 数学 分 支 ， 特 别 是 与 数学 物理 的 联 
Z, 
本 书 是 为 本 科 生 志学 泛 画 而 写 的 ， 而 其 续 编 则 可 供 研 究 生 作 
为 基础 课 数 本 。 根 据 我 们 的 经 验 ， 按 每 周 3 学 时 ， 每 册 基 本 内 容 
可 于 一 学 期 内 讲授 完毕 。 书 中 的 应 用 与 例子 较 多 ， 数 师 可 选 齐 其 
中 一 部 分 ， 共 余部 分 则 供 有 兴趣 的 读者 参考 。 书 中 每 节 配 有 --- 定 
数量 的 习题 ,其 中 有 些 是 某 些 定理 的 证 明细 节 , 有 些 是 学 过 定理 证 
污 的 借 仿 ,还 有 一 些 本 身 就 是 有 趣 的 结论 或 有 用 的 反例 .读者 可 根 
据 自 己 的 情况 选 作 练 习 。 
编者 昌 抱 有 丈 外 前 述 缺 陷 之 目的 ， 但 因 学 识 所 限 ， 加 之 初次 
尝试 ， 腕 炭 、 片 面 之 处 一 定 不 少 。 叉 因为 体系 变动 较 大 ， 前 后 胸 
节 、 基 至 证 明 酸 漏 之 处 在 所 难免 。 热诚 欢迎 读者 批评 指正 。 本 车 
佛 在 疙 京 大 学 试 讲 过 若干 次 ， 北 京 大 学 数学 系 的 许多 师 生 便 提出 
过 宝贵 意见 ， 兹 不 一 一 列举 ， 在 此 一 并 致谢 . 
KR ËR 
一 九 八 六 年 夏 于 中 关 国 
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第 一 章 度量 空间 


$1 压缩 映 象 原理 


度量 空间 又 称 距离 安 间 (metric space) , 它 是 一 种 拓扑 空间 ， 
其 上 的 拓扑 由 指定 的 一 个 距离 决定 。 

定义 1.1.1 设 名 是 一 个 非 窗 集 。 和 中 做 距离 空间 ， 是 指 在 
如 上 定义 了 一 个 双 变 量 的 实 值 函数 P) ,满足 下 列 三 个 条 件 : 

(1) p(x,y) 守 0， 而 且 P(X,y) =0， 当 且 仅 当 x=y; 

(2) plx,y) = p(y,xX); 

(3) pGx,z)<0(X,y) +0(7,2) (VX,Y,2E 2). 
这 里 p 叫做 名 上 的 一 个 距离 ;以 4 为 距离 的 距离 空间 多 记 做 (名 ， 
p). 

E ”距离 概念 是 欧 氏 空间 中 两 点 间距 离 的 抽象 。 事 实 上 ， 如 
HEP V x= (zx Xp)，3= Ga yn) C R", 4 


PCX, Y) =[ (X — 22 + == + Cxn — yD, (1.1.1) 
容易 看 到 (1) , (2) ,(3) 都 满足 。 以 后 当 说 到 欧 氏 宏 间 时 ,我 们 始终 
用 这 个 p 规定 其 上 的 距离 。 

例 1.1,2C《 空 间 CLa,51〉 区 间 L4,b] 上 的 连续 画 数 全 体 记 为 
CLa,b]， 按 距离 


p(x,y)A 人 A max |x(t) — y(t) | (1.1.2) 
形成 距离 空间 (CLa,5j],p)， 以 后 简 记 作 CCa, b]. 以 后 当 说 到 连 


续 画 数 空间 Clta, 妇 时 ， 我 们 始终 用 (1.1.2) 规 定 的 p 作为 其 上 的 
焉 离 ， 除 非 另 外 说 明 . 


引进 距离 的 日 的 是 刻 划 “收敛 ”， 

定义 1.1.5 距离 突 间 ( 居 ,p) 上 的 点 列 {Xa} 是 做 收 伸 到 % 的 
是 指 ，p(zw,zo)->0Cn->co)。 这 时 记 作 limxs=xo。 或 简单 地 记 
作 xn ->xo。 

注 CCa, b h RAHA AE o iin aO) B 
到 x (t, 

与 实数 集合 一 样 ， 对 于 一 般 的 度 景 空间 可 引进 闭 集 和 完备 性 

定义 1.1.4 度量 空间 (如 ,Pp) 中 的 一 个 子 集 E RANK, 
指 ，Y (x.JC E, #íx,->*xa Mj) x € E. 

定义 1.1.5 EBER (多 ,po) 上 的 点 列 (x. m M EAR], ë 
JB: Pn, £m) >01, Mm—>0), RURE: ve>0, INE), 
tE m, n>N EDn, m) E. RA h Br A 228 RE 
MUF MR APRIKA H E së 6 BU. 

例 1.1.6 R DEKA. IP e ROIL DREX. 

例 1.1.7 (Cia, b, DERAN. 

证 设 {xn} 是 (CLa,b J ,p) RAEI WR veS, 
INe), (Eix ym, ne 有 


plXxm ,Xn) = max | xm (ti) 一 Xx, (t) | LE. 
CETE T] 


因此 ， 对 YLIELa,2]， 
[wa (t) — xn(t)| < (Vm,n>N(e)), (1.1.3) 


固定 te [a,bJ)， 我 们 看 到 数列 {xa(i)} 是 基本 的 ， 从 而 极 
限 imxn( 纺 存在 。 让 我 们 用 0O 表示 此 极限 ， 在 (1.1.3) th 
m->oo 得 到 |x GD -aC SECY n>N CE). MIETI xat) 一 
# eka] <), JATI SoD 38583Ë fE CLa, bIh x, 收敛 到 xo. | 
给 定 距离 室 间 (和 ,p)，(. 多 ,r， 考 察 映 射 卫 ， 和 Fr 多。 
定义 1.1.8 T: (Z, >Y ,7) 是 一 个 映射 ， 称 它 是 连 


[Se 


续 的 ， 如 果 对 于 和 中 的 任意 点 列 {xzn} 和 点 xo, 
Plans to) > 0>r (Tx, T x) —>0 (n->co)., 
命题 1.1.9 为 了 了 :( 多 ,0) 一 (多 ,7 是 连续 的 ,必须 且 只 
i YEDO, Vx,€ 和 ，30=0(x,8s)>>0， 使 得 
PC, X) Lr (Tx, Tx) < (Vx€ 2). (1.1.4) 


证 必要 性 。 老 (1.1 .4) 不 成 立 ， 必 Jx C€ @, 3 s> 0, 使 
得 VnEN，3xn 使 得 pxn,xzo)<1/n， 但 7CGTxn Txo) e, BN 
得 imp(xn,xo) =0, fHlimr(Tx,,Tx 280, FJA. 


充分 性 。 设 (1.1.4) 成 立 ， Hlimp(xn ,Xo) = 0, JK v e> 0, 


3 N = N(6(xo ,8)) , fs 48 24 n>N 时 ,PlXn, Xo) <8. 从 而 r( 了 xn 
7xo)<<s， 即 得 limrCTxn,Txo=0。 | 


设 ? 是 R! 上 定义 的 实 夯 数 ， 求 方程 
p(x)=0 
的 根 的 问题 可 以 看 成 民 '>R' 的 跨 射 
f(x) = x — G) 
的 不 动 点 问题 。 即 求 xXE RR' 满足 ; 


fx) = x, 
下 列 常 微分 方程 的 初 值 问 题 : 
IX LFG,» 
(1.1.,5) 
x(o)= £ 
或 它 的 等 价 形式 ， 即 求 连 续 画 数 x( 纺 满足 下 列 积分 方程 的 问题 ， 
xD = E+ | PCrxzCoD)ar N (1.1.6) 


也 可 以 看 成 是 一 个 不 动 点 问题 。 为 此 ， 在 以 t=0 为 中 心 的 某 区 
WE- h, AJEA RER CF 一 h,h 科 ， 大 引入 映射 


c° 


TOM = [Fe zeae, (1.1.7) 


出 C1 .1.6) 等 价 于 求 CE 一 ,hj 上 的 一 个 点 x*， 使 得 X= 了 x， 即 求 
了 的 不 动 点 ， 
在 距离 空间 上 有 一 个 很 简单 而 基本 的 不 动 点 定理 一 一 压缩 映 
射 原理 。 
定义 1.1.10 RT: (7, >F p) 是 一 个 压缩 映射 ， 如 果 
存在 0 过 4 过 1， 使 得 pCT<x ,Ty)y<op(x,y)( V x,y€ 2), 
BJ 设 名 =[50,1]J，T(Cx) 是 [0,1] 上 的 一 个 可 微 画 数 ， 满 足 
条 件 ， 
T(x) ETO0,1] CYxEL0,1])， (1.1.8) 
以 及 [T (Cx)|<o<l CYxEL0,I])， (1.1.9) 
则 映射 :多 一 必 是 一 个 压缩 映射 ， 
证 PC(Tx,TYy)= |]T(x) -TOY)| 
= |T’(0x + Q- 0 Cx- y) | 
<ajx-y|=ap(x, y) (vx,ye 2,0<0<1..| 
启发 ” 设 工 :[0,1]->[0,1 可 微 且 满足 (1.1.8) 及 (1.1.9)， 
问 工 是 否 存在 不 动 点 ? 若 存 在 有 多 少 个 ? 
直观 与 算法 Yxoce[0,1J， 作 和 迭代 序列 x. a = Tx, m = 0, 
,)， 参 看 图 1.1.1。 因 为 
ra 


Ama v P € N, 


P P 
Jxntp— X |< 27 [Enti Saril < D0 [xi — Xo 
i=l i 


< Jra =al = ral x | —>0 


〈 当 => CO s 对 VYPEN 一 致 );，、 因 此 ， {Xn} 是 一 个 基本 列 从 而 
有 极限 。 从 xn+l= 了 xn， 两 边 取 极限 (W T 59) 得 
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x*=Tx* 
BJ x* 为 一 不 动 点 。 这 
不 动 点 还 是 唯一 的 。 事 
实 上 ， 若 x*,x** 都 是 
不 动 点 ， 则 
| x* — x**| 
= |Tx* — Tx**| 
Sajat x**|, 
由 此 推出 
X* 一 x** 
抽 去 上 述 过 程 中 实 
数 与 绝对 值 的 具体 内 E bhl 
F, DEAR IREBE E3:. ET, 
CZ, P) 是 一 个 压缩 映射 ， 则 仿照 上 述 过 程 ， 任 取 初 始 点 XoE 
P. 考察 迭代 产生 的 序列 
Xml 一 了 xn (=0,1,2，…)。 
和 前 面 一 样 ， 我 们 有 
pxntis Xn) = p (Tx, T Xn) 
<Er, Xn) See KA PCX, X0) 。 
从 而 对 VP 了 EN,， 
p 
pxntps Xn) Opntis Xnti) 


1=1 


O xo x, Xz Xs 1 x 


n 


a 
SEIT, Y) 


CMn—co, WV P Ce N—#)., HIE E X) 是 一 个 基本 列 。 为 
了 它 有 极限 ， 还 机 假定 (多 ,0) 是 完备 的 。 于 是 我 们 得 到 

定理 1.1.11(Banach 不 动 点 定 理 一 一 压缩 映 象 原理 ) 设 
(各 ,0) 是 一 个 完备 的 距离 空间 ， 了 是 (多 ,po) 到 其 自身 的 一 个 压 
缩 映 射 ， 则 了 工 在 多 上 存在 唯一 的 不 动 点 。 


这 个 原理 非常 基本 ， 它 是 泛 画 分 析 中 的 一 个 最 党 用、 最 简单 
的 在 在 性 定理 。 数 学 分 析 中 的 许多 存在 性 定理 是 它 的 特殊 情形 。 

例 1.1.12 常 微 分 方程 的 初 值 问题 (1.1.5) 的 局 部 存在 唯一 
PE, 

我 们 已 经 把 这 个 问题 化 归 为 一 个 求 不 动 点 的 问题 了 。 先 企 
C 一 hh 上 考察 由 (1.1.7) 定 义 的 映射 人 ， 我 们 考察 在 fCG,x) 上 
添加 什么 条 件 可 以 使 全 成 为 一 个 压缩 映射 。 注 意 到 


pTX,TYy)= max f F(tr,x(rt)) dr — Koa 
txh 0 0 


<h max |FGt,xGt)- FE, y), 
it sÈ 


因此 ,比如 说 只 要 假设 三 元 函数 O, Oa E x TF t re e i 
足 局 部 Lipschitz fk, 35720, L>0, E š 4 jtih, |x- E] 
<ó, |x- E| cêk 4 
| FO, xX) - FO, x] sqL|x i — x, |, (1.1.10) 
这 时 就 有 pTx, T Lhplx,y) (vx,v€ BGE ,6)), 
其 中 BS,O)ALx ECT -hh max|x(t) -¢|<0)}. 
在 这 里 我 们 不 能 次 接 下 C7 一, 条 为 定理 1.1.10 中 的 距离 空间 
P, WAH Lhi it, T 只 是 在 CI 天, PEBE, D bF 
是 丘 顷 的。 在 这 里 我 们 把 常数 看 成 是 [ -hA 上 恒 竺 于 BD 3 
T Bd E. 
RZ =BE, D, TIT IP 2, H 
M£ max{ |F, x)| |C, x) EL -hhlxit -ot +01}, 
J h> 0 tEh, E 
max| (Tx) G) = £| = max| | FG,xCG0)dr|< MAS, 


由 于 《CCF 一 ,和 ,Pp) 是 一 个 完备 的 距离 空间 ， 而 多 又 是 它 的 一 个 
HITI RECZ, 还 是 一 个 完备 的 距离 空间 (习题 1.1.1)。. 于 
是 我 们 得 到 了 

定理 1.1.15 ik FO, x) 在 5 — h, xi - 0, +8] EE 


义 、 连 续 并 满足 条 件 (1.1.10), 则 当 # < min{5/M ,1/ LY 时 ，, 初 什 
间 题 (1.1.5) 在 [一 ,4] 上 存在 唯一 解 . 

例 1.1.14 ( 隐 画 数 存在 定理 ) 设 /:R"xR">R", UxV 
CR"xR” 是 (x0,yo) ER"xR" 的 一 个 邻 域 . Ri E flay 在 
UXV 内 连续 。 义 没 


fry) =0; [dot (F) 09) #0, 


MJ 3(x ww) 的 一 个 邻 域 UsXVoCUXV 以 及 唯一 的 连续 函数 


oO:U > V, 满足 
pereo ( 当 x €E U0), 


YXo) = Yoa 
证 ZAT oTo, 


; 
TOA- (e) ) fs), 


共 中 4ECCB(Cxo,7),R")， 这 里 7 之 0，C(BCx0,7),R") 表示 定 
义 在 闭 球 B(xo,r) 上 取 值 在 民 ” 上 的 向 量 值 连续 画 数 空间 ， 共 距 
离 规定 为 

PDA max |p- yiCx)|, 


z€ B(z r) 


1<i<m 


pin 中 p= CPi, P2, Pm); y= yi, pa, a), 对 x€ R" 与 vE 
R” G =1,2, , m), 记 


CER afi 

Oy (x,y) Oym (<, Y) 
Dyf X,Y Vm) 

JA fm 

y, (XYm) Bym m) 


因为 假设 9f/9y 在 UXV 上 连续 ， 所 以 3620, (E13 


85 一 CES ) Dyf x, Yi, m], <ar 


~l 


Ci, j =1,2, ,1m, x€ BC, ô), JI YmE BCV, ô)), 其 中 
[ Ju 表示 括号 内 的 矩阵 的 第 工行、 第 7 列 元 素 ， 而 
1 G=), 
ôA Bp 
al, GE. 
记 di(x) 会 pi(X) 一 CX) (=1,2,…,m)。 根 据 微分 中 值 定理 
PT TY) = max 


z€ B(z (r) 
'1<i<m 


d; (x) 


i 


-SG J Daf sdas Dm] ,di | 


< I] =o), 11.11) 
其 中 *<<6， 使 得 ox), PEB, i) V x€ B(xo,r)) ,0<90; = 
0,(x)<1, YiCx) =0;0(x) +(1—-0;)0CGx)G 2, m), AA 

ZALPECCBC, r), R) PC) = yo,pCx) EBCyo,0)}, 

则 多 在 CC5E(xor) RD RER, Amet E é h ERA 
Bj. G.1.1138 T' E 多 上 的 压缩 映射 。 剩 下 来 只 要 再 证 了 : 
5 一 和 就 通 了 。 因 为 根据 压缩 映 象 原理 ， 了 存在 唯一 的 不 动 点 ， 
这 就 是 我 们 所 要 证 的 。 注 意 到 


PTO, YD SPT e, T y) + oCT'y Yo) 


[e Cod) /@so],|, 


1 
SF PCP, Y) + max 
z€B(z s r) 
1<i<m 


,me [Gew rew], 
l<i<m 
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(Few ) (Goyo - fO, | | 


= max 
z€ B(z o'r) 
1<í<m 


6 
< (4 r<n 足够 小 ) 。 


因此 ， 当 0<r<min(n, ôd], PCT, Y) <8. IESIREA 
ð -1 
(TY) (x0) = Yo + (z Cray) ) f(xo, p(X0)) = yo, 
所 以 了 :天 。 
习 是 

1.1.1 证 明 完 备 空间 的 闭 子 集 是 一 个 完备 的 子 空 间 ， 而 任 
一 度量 空间 中 的 完备 子 空间 必 是 财 子 集 。 

1.1.2 (Newton 法 ) 设 /是 定义 在 [a ,b] 上 的 二 次 连续 可 微 
的 实 值 画 数 ，2E (a,b) 使 得 /2) =0，f (2) 关 0。 求证 存在 人 的 
SBER UCE), [E Vx EUC), REJI 


ran = x - FE (n=0,1,2,.") 


是 收敛 的 ， 并 且 
limx, = $, 


1.1.3 设 ( 人 ,po) 是 度量 空间 ,映射 了 :如 一 和 满足 PCTx， 
Ty)<p(x,y)( V xy), HEATER REET a Ps E: Ië 
一 的 。 . 
1.1.4 设 了 是 度量 空间 上 的 压缩 映射 ， 求 证 T 是 连续 的 ， 

1.1.5 RT EEI RIETEN) 也 是 压缩 映射 ， 
并 说 明 洲 命题 不 一 定 成 立 ， 

1.1.6 i£ M ÆR”, 中 的 有 界 闭 集 ， 映射:M 一 M 满 
Æ: p(Tx,Ty)<eCG ,.y)(Vx,y€ M, x+y). KET fE M p 
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在 唯一 的 不 动 点 。 
1.1.7 对 于 积分 方程 
x(t) 一 Af ez(9ds =y), 


其 中 y € C[0,1] J —#S EB AIA, JAJIL REEE 
ME — fg xa) c C [0,1]. 


$32 完备 化 


在 应 缩 映 象 诛 理 中 ， 对 空间 (各 ,0) 的 完备 性 要 求 ， 一 般 来 说 
是 不 能 省 略 的 。 这 很 容易 从 下 侈 中 看 出 。 大 家 知道 : 画 数 了 (x) 


LAETI 在 [0,1] 上 有 定义 ， 帮 且 有 唯一 的 不 动 点 x= (WI7 
+1)/8, mA Z = [0,1Nxzoy， 那 未 工 仍然 是 名 一 多 的 压 
缩 映射 ， 但 它 却 不 再 有 不 动 点 ， 因 此 在 许多 分 析 问 题 中 ， 我 们 经 
党 要 求 所 在 的 空间 台 是 完备 的 。 不过， 宏 间 之 完备 与 荷 与 其 上 的 
中 离 紧密 相 联 。 以 CIa , 纪 为 例 ， 当 赋 以 另 一 距离 ; 
b 
KERE RORO (1.2.1) 


Hj, (C[a, b] ,Pi,) 就 不 是 完备 的 ! 〈 请 读者 自己 验证 。) 以 下 我 们 
将 仿照 实数 理论 中 ， 从 有 理 数 域 出 发 定义 无 理 数 的 方法 ， 对 空间 
《2 ,0) 境 添 “理想 元 素 ”， 使 之 “扩充 ”为 一 个 完备 空间 . 

定义 1.2.1 设 ( 多 ,po)，( 人 ,0 是 两 个 度量 空间 ， 如 Æ 在 
在 映射 :和 一色; 满足 

OD) o WAT 

(22 PCX, y) =p CPx, py) (V x,yC€ Z), 
MERCE, DAC: PO ESER, FER @ 为 等 距 同 构 映 射 ， 
有 了 时 简称 等 距 同 构 。 

注册 C2) 导 出 9 还 是 单 射 。 

显然 ， 凡 是 等 距 间 构 的 度量 空间 ， 它 们 的 一 切 与 距离 相 联系 

的 性 质 缉 是 一 样 的 。 因 此 今后 我 们 将 不 再 区 分 它们 ，。 如 果 麻 量 容 


10 


HC GD 与 另 一 个 度量 空间 (ps) 的 子 空 间 (270 p.) 是 等 距 
EHR RTAC Z PDT ARA Cs,p)。 在 上 述 意义 下 ， 
我 们 认为 (2 ,pi) 就 是 (多 ,pop 的 一 个 子 空间 ， 并 简单 地 记 作 
CEPDE CE, P). 

在 实数 集合 里 ， 我 们 知道 什么 中 稠密 子 集 ， 这 个 概念 可 以 推 
广 到 一 般 的 旗 量 空间 。 

定义 1.2.2 Cr, O ERER. RA ECZ 中 做 在 这 
中 的 稠密 子 集 ， 如 果 ，YxE2，VYVs>0，3z 和 所 已 ， 使 得 p(x， 
2)<<s。 换 铝 话 说 : VLEZ, 3í(x,)C E, [EF n >x, 

例 1.2.5 [a,b] 上 的 多 项 式 全 体 记 为 Pia,bj。 根据 Weiers- 
trass 定理 可 知 P 了 [a,bj 在 CLae,b]j 中 稠密 。 

定义 1.2.4 包含 给 定 度量 空间 (多 ,po) 的 最 小 的 完备 度量 实 
间 称 为 多 的 完备 化 空间 。 共 中 最 小 的 含意 是 ; 位 何 一 个 以 (各 ,po) 
为 子 空 间 的 完备 诬 量 空间 都 以 此 空间 为 子 空 间 . 

命题 1.2.5 如 果 ( 多 ,,p) 是 一 个 以 (多 ,0) 为 子 空间 的 完备 
度量 空间 ， p,|=, == D, HE 2 f 22, PRE, M 27, 是 多 的 完 
各 化 空间 ， 

证 PERE VEER’ 3x,C€ 2, WEIT Pn S) 0, kN 
果 存 在 (人 ,pz) 以 (和 ，p) 为 子 空 间 。 因 为 


Pol Xn, Xm) = D (X, xm) 一 0 ("n .m—-=oo), 
所 以 34 6 2,, WEI Pln, E) >00. S T ZSR Tt = 
上 二。 我 们 还 要 证 了 是 稳 距 的 .因为 YnE 2, X dy, C 2, 使 得 
piCyn;7n)>0， 所 以 
pi(& n) = lim P, (£n, yn) = lim pelxn, Yn) = pe(e ,Nn). 

这 表明 (多 ,pi) 是 (人 sp) 的 一 个 子 空 间 。 

定理 1.2.6 每 -个 度量 空间 有 一 个 完备 化 空间 。 

证 l 办 是 一 个 度量 空间 ， 分 三 步 证 明 它 有 一 个 完备 
化 空间 ， 
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(1) 将 名 中 的 基本 列 分 类 ， 凡 是 满足 
limp(xn ,yn) =0 


的 两 个 基本 列 {xn},{yn) 称 为 等 价 的 。 彼 此 等 价 的 基本 列 归 于 同 
一 类 且 只 归 一 类 ， 称 为 等 价 类 。 我 们 把 一 个 等 价 类 看 成 是 一 个 元 
E, #EJH :表示 一 切 这 种 元 素 ( 等 价 类 ) 组 成 的 集合 . 在 22 上 
定义 距离 ， VE,7E A211， 任 取 {Xn} EE, {Ya} En 4 
PCE, n) = limp(xn, Yn). (1.2.2) 
容易 验证 《1.2.2) 布 端 的 极限 的 确 存在 并且 极限 值 与 (xn}, {yn} 
”的 选取 无 关 ( 请 读者 自己 验证 )。 为 了 验证 (1.2.2) 定 义 的 mm 的确 
是 个 距离 ， 注 意 到 定义 1.1.1 中 的 (1)，(2)? 是 显然 的 ， 而 (37 可 由 
plxXn, Yn) PXn, Sn) 十 DC2n , Yn) 

了 极限 得 到 ， 其 中 {xaj,{yn},{zn} 是 分 别 属 于 等 价 类 《 ,0 的 基 
本 列 。 这 样 ， 我 们 就 证 明了 (天 ,,p) 是 一 度量 空间 。 

(2) VLEZ, RII EEZ RRE EIC, X, t,£) 
BJ 384028, IERI Es 全 体 记 为 2. BRL 2, Biuk 3 T : 
xY I 1E2J(22,0)—> (2 p BJ Hii E X 1.2 1P), 2), 
Ae CE, OMC PDRE. MAC, OCC P). WÈ 
一 步 容 易 验证 2° 在 22, PWE. 

G) ERCA PN ERAR., REO 是 g 中 的 基本 列 。 
要 证 38E 儿 ， 使 得 

PC ->0  (n—co), 

D HERR BE{E 2,27, Xn TEO, W) 
[en EA PRERA. w(< le, AEM mE, 

2) -REEDTZ 在 多 1 PAE, vE Eeg, Jwe 
多 /使 得 pi Emin. WDA EOE € 2, , 即 可 推 
HE D ë, 

最 后 综合 (1), C), GH AmA. 2. 5R. 

例 1.2.7 了 Pra,bj([a,b] 上 的 多 项 式 至 体 ) EB 
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plX,Yy) = max |x(t) _ (t| 
hy #&r yz |al2 Cia, b]. 
例 1.2.8 Cra,b] 按照 (1.2.1) 式 定义 的 距离 p, 完备 化 ， 完 . 
备 化 空间 是 Li [a ,b]., 
zJ 题 
1.2.1 (空间 SS S 为 一 切实 (或 复 ) 数 列 
X= Ci Eae s) 
组 成 的 集合 ， 在 S 中 定义 距离 为 
_ Al _ [ë ontl 
plx,y) 之 FF S m. 
Heh x= (Š E, Ék Y= (mi, e DK e). KES 为 一 
A 5 £ BJEB Es 2E [B], 
1.2.2 在 一 个 度量 空间 (多 ,26) b, 求证 ;基本 列 是 收敛 列 ， 
>= B. 34 3: hFE EKAT A. 
1.2.3 设 已 是 只 有 有 限 项 不 为 0 的 实数 列 双 体 ， 在 fF _ 上 引 
进 距 离 


plx, y) =supléx— nk], 


Hh x= {E} EF, y={nx}EF， 求 证 CE o 不 完备 ， 基 指出 它 
的 完备 化 空间 。 

1.2.4 KIE: [0,1] 上 的 多 项 式 公 体 按 距离 

plp,9) =| PE ~ qa) dx (p,q 是 多 项 式 》 

是 不 完备 的 ， 关 指出 它 的 完备 化 空间 . 

1.2.5 在 完备 的 度量 空间 (名 ,Pp) 中 给 定点 列 (x,), 如果 
VsE>>0， 存 在 基本 列 {yn}， 使 得 

DCxnyyna)<<E meN), 

RIE HA 


$3 列 紧 集 


EC, 是 一 个 距离 空间 ，4 是 2 ATR, ARAE 
布 界 的 ， 如 果 了 xzoE 228 r>, 13 ACO ,r), 其 中 
BG r) {LER [PC <i. 
在 有 穷 维 欧 氏 空间 ， 有 界 无 穷 集 必 舍 有 一 个 收敛 子 列 ， 但 这 
个 性 质 不 能 推广 到 任意 的 距离 空间 . 
例 在 C[0,1] 上 ， 考 察 点 列 


0 (t=1/n), 
Xn(t) = (n=1,2,.…), 
1~-nt GI/n) 


显然 {xzw)}CB(8,1)， 其 中 8 表示 恒 等 于 0 的 画 数 ， 但 是 {xn} 不 
含有 收敛 子 列 。 

定义 1.3.1 设 (2 ,Pn) 是 一 个 距离 空间 ， 4 为 其 一 子 集 。 称 
4 是 列 紧 的 ， 如 果 4 中 的 任意 点 列 在 多 中 有 一 个 收敛 子 列 。， 者 
这 个 子 列 还 收 伍 到 4 中 的 点 , 则 称 4 是 自 列 紧 的 。 如 果 空 间 多 是 
IRR WRZ HIRE. 

命题 1.3.2 在 有 "中 任意 有 界 集 是 列 紧 集 ， 任 意 有 RAR 
是 自 列 紧 集 . 

命题 1.3.5 列 紧 空间 内 任意 ( 团 ) 子 集 都 是 ( 自 ) 列 紧 集 ， 

命题 1.3.4 列 紧 空 间 必 是 完备 空间 。 

证 设 ( 和 ,0) 是 一 个 列 紧 空 间 ，{xn} 是 其 中 的 一 串 基 本 列 ， 
不 妨 设 其 是 一 无 穷 点 列 。 由 列 紧 性 ， 存 在 {Xx} 的 子 列 {yn} 收 敛 到 
xoE 名。 于 是 由 习题 1.2.2 可 知 Xn->xo。 | 

在 度量 空间 中 我 们 来 引入 一 个 比 有 界 性 更 强 的 概念 。 

定义 1.3.5(E 网 ) 设 儿 是 (名 ,Pp) 中 的 一 个 于 集 ，e 守 0，NC 
M, 如果 对 于 VxXEM，yEN， 使 得 pCx,y)<e， 那 末 称 N 是 
M 的 一 个 eR. 如 果 六 还 是 一 个 有 穷 集 (个 数 依 顿 于 s)， 那 末 FF 
六 为 好 的 一 个 有 穷 网 ， 
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注 由 定义 显然 有 
Mc U BC ,se)， 
yw 

定义 1.3.6( 完 全 有 界 ) 集合 M 称 为 是 完全 有 界 的 ， 如 果 Ve 
>>0， 都 存在 着 愉 的 一 个 有 穷 E 网 。 

定理 1.5.7(CHausdorff) 为 了 (完备 ?距离 空 间 〈 人 各 ,2)》 中 的 
集合 M 是 列 紧 的 必须 (上 且 仅 须 ) M 是 完全 有 界 集 ， . 

证 ”必要 性 。 用 反 证 法 , 若 3so>>0，M 中 没有 有 穷 的 So 网， 
任 取 x EM, dx;,€ M\B(x co) 

对 {x1, Xe} EM, 3x,€ MNB(x so) UB(x,;,8o); 


对 {Xx1,** ,Xn} EM, Jx, I € MN U B(x ,E0); 
k=1 


这 样 产生 的 AAi CM EARE Pln Xm) > Eo MEM), EK 
能 有 收敛 的 子 列 。 MIRET A. 
ERIE. Aine MPTA AN, WE- AATF. L 
18 I3nEM, {n h PFH CCBCy 1); 
341/20 3EM, CPO 12) 


对 JE 网 IYEM, {x EEIE eo/ 


J ll MAARTI A 它 是 一 个 基本 列 。 事实 上 ,Vs2>0， 
n>2/e HF, XV pe N fi 
PE P) xip (x gm) DCX , Yn) 
sice, 
定义 1.3.8 SEBER AARET PR 称 为 是 
可 分 的 ， 


定理 1.5.9 ”完全 有 界 的 距离 空间 是 可 分 的 。 
证 JR N, 为 有 穷 的 1/n W, MU Nn 是 一 个 可 数 的 稠密 子 
3=1 

集 。 | 

定义 1.5.10 RHAH, jE2A& MR ESE, mE 
HE 323 MWJ3Fd3EJKQ'R H 22 F REPSRSS EM. 

定理 1.3.11 设 ( 名 ,Pp) 是 一 个 距离 空间 , 为 了 MC 是 紧 
的 必须 且 仅 须 它 是 自 列 紧 集 , | 

证 ”必要 性 。 设 M 是 紧 集 。 先 证 M 是 闭 集 ， 只 要 证 M 的 余 集 
EFE. VxoE 2#NM, AA 

Mc U B(x, FP ), 


FAMAE, 3xk8€e M C=1,2,…,n)， 使 得 


Mc Ü (xr, Fort) ). 


k=1 


取 5 = min 二 PCzkyxo)， 则 显然 有 9 之 0， 阁 且 VxEB(xo;5) 有 


l<k=<n 
DpD(X,xXk)Z=0(xXk,X0) — Dp(xX0 ,xX)2>0 (K=1,2,°,n). 


Ke, Ba DQM = 名， 从 而 名 的 余 集 是 开 集 得 证 。 

其 次 证 名 是 列 紧 集 。 用 反 证 法 。 假若 有 亲 中 的 点 列 {xn} 不 含 
AKATI PRE x, 是 互 异 的 。 对 每 个 nEN， 作 和 集合 S, 
ZA (x1,X Xn n ato ntj MAEA Sn ÆA E (因为 不 
含 收敛 子 列 )， 从 而 每 个 ANS, 是 开 集 。 但 


oo 


U CAS.) = 2\ f) S, = z2NZ = 2M, 


n=l 


N 
HMHR INEN, ti U (2\Sa)DM, Hpi 


w=1 


AN Xna- DM, 
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但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 ya 属于 上 式 右 端 而 不 属于 上 式 左 B. 
此 矛盾 说 明 M 是 列 紧 的 。 

充分 怪 。 设 M 是 自 列 紧 的 ， 要 在 M 的 任 一 开 覆 盖 中 取出 有 限 
覆盖 。 用 反 证 法 ， 如 果 某 个 开 履 盖 | JG, S M 不 能 取出 愉 的 有 限 


AEA 


覆盖 。 由 于 M 是 自 列 紧 的 ，YnESN， 在 在 有 穷 的 1/n 网 

Na = (xt) x) a. x Y, 
BA U BG .1/n OM, Wie, Vn e N, ay € N, EB Un, 
1/n) 不 能 被 有 限 个 G; 所 覆盖 。 由 假定 名 是 自 列 紧 集 ， 必 存在 收 
ATF Yn, 收敛 到 一 点 VEG XG, EFE, 所 以 35>0， 
使 得 B(y0,6) TOG,,, 对 此 9>>0， 取 大 足够 大 ， 使 得 nx>2/6, 
FEH. Plyn, yo)<<5/2， 则 VYxEB(Cyn ,1/nx) 有 


PEI EPs Yn) pn DERT Hg <Š, 


H] x€ B(y,5), 从 而 有 (yn  1/n CB, DEG aae 这 与 每 个 
BCyn,1/n) 不 能 被 有 限 个 6G; 所 覆盖 矛盾。 | 
我 们 便 考 察 过 区 间 [4,b] 上 的 连续 画 数 襟 间 CTa,b51， 现 在 稍 
微 作 一 点 推广 。 设 愉 是 一 个 紧 的 距离 空间 , 带 有 距离 po, 用 CCM) 
表示 M-=R' 的 一 切 连 续 映 射 例 体 。 定 义 
d(u,v) = max |u(x) — v(x)| (Vu, EC(M)). (1.,3.1) 


命题 1.5.12 〈CCM) ,gd) 是 一 个 距离 空间 。 

证 ”其实 只 有 定义 本 身 的 合理 性 是 要 验证 的 ， 即 ， 对 vue 
CCM)， 存 在 着 最 大 值 maxiu(x)|。 囊 实 上 ，u(M) 是 紧 集 因为 
对 任意 点 列 yn € u(M), 3x,€ MM， 合 得 uxn)=yn。 由 于 MM 是 
紧 的 ， 从 而 有 子 列 xn ,一 xo， 而 u 是 连续 的 ， 便 有 w(xn,)-> u(x0》 
Eu(M), 例 yo 全 u(xX0)， 即 得 yn =UCxnj) 一 yo， 从 而 4u(M)》 是 紧 
JE, 这 蕴含 以 MM) 是 有 界 闭 的 数 集 。 设 
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min VCAT) =a; max u( M> =£, 
由 闭 性 推出 c,BEuCNM)。 这 就 证 明了 max|u(x)1 的 存在 性 。 
命题 1.3.13 CAD. dP EAH. 
证 明 贸 给 读者 作为 习题 。 
现存 我 们 来 讨论 连续 画 数 空间 上 列 紧 集 的 刻 划 。 
定义 1.3.14 设 f 是 CCM) 的 一 个 子 集 , 称 它 是 一 臻 有 界 的 ， 
如 果 3 本 1 TD .0， 使 得 [F(x) | 于 人 (VvxC€ M, veg€fF), 称 它 是 
等 座 连续 的 ， 如 果 YE 广 0， 总 可 以 找到 5(e) 守 0， 使 得 
(ECx) — #(x,) | <£ (Vx x € M pX, X<, v e€ F). 
定理 1.3.15(Arzela-Ascoli) AT FC C(M) 是 一 个 列 紧 
He, pA p HLI F ie Ee fr 38 H E E ERI i S k. 
证 因为 CC 是 完备 的 ， 折 以 由 定理 1.3.7, 为 了 和 是 列 紧 
的 必须 且 仅 须 它 是 完全 有 界 的 ， 
必要 性 。 因 为 完全 有 界 集 是 有 界 集 ， 所 以 是 一 致 有 和 愉 娩 数 
jk. ve>0, WEJ =e), 使 得 vpEF 有 
[oCx,) — #Ə(x,) | <€ (px ,Xo) 6), 
因为 的 2/3 网 是 一 个 有 穷 集 NEI = (0.02. Vn} ,对 这 有 穷 
个 画 数 ， 由 连续 性 ， I8=8Ce/3), 4 P, x) fT 
|p) = piCX2) | <£ /3 (i=1,2,. n). 
因为 vrEF，349iENCe/3)， 使 得 48 ,$i;)<<ef/3， 所 以 
[ex —- f(x )| 
CX) Pix H p = pix) + |piCx’ ) — oCx’)| 
Td Ce Pi) + |% (x) — p (x')| <ë CH PX,X’ <ð), 
KOTE. BEF -ERHI IE, IER GB E 网 。 
iF F RO EER., JË = 0(8/3)220, EpC, < 时 ， 
IE) = e <e/3 CV ec), 就 此 5, OR A J M ERA 
2 S p NCE) = (x .X s Xn EIEII T F R", 
Ty FD C) ,oo (xn)) {vrEeEDF), 


iu P = T(F), HJ P R R" EW 8 K. ERE, lel sM 
e€ F), m 
(Zeel) < Tmar] ZV AM (VoeF). 
从 而 久 是 列 紧 集 ， 利 用 定理 1.3.7， 甸 有 有 穷 的 8/3 网 
Ñ (6 /3) = {To , Tf, Tomte 
M O, C2 Pm E F WJ 8 网 ， 这 是 因为 VEF, Jis (ETI 
PaT, Toi) <E/3, TÆRE XEN), E 14 p, <’, A 
lecx) — e Cx) | 
=< ]|#(x) — yxr)| 十 12(xzr) 一 Vi(Cxr)| + KAER) — p;(x)] 


2 
< ° +p CT o, Topi) <e, 


IER oa 表示 R” 上 的 距离 。 | 

例 1.5.16 OCR” 是 有 界 开 西 集 。 芳 M, M: 是 两 个 给 
定 的 正 数 ， 则 集合 
FAECO GN) EM, |gradeG)[|<M, (v x€ Q) 
Æ C EDAR, Hh COODER Q 上 的 连续 可 微 
Hia. 

证 BI Ve€F, vVxix, €C Q, 39E 0,1), E1 

@(x,) — 0(x,) = grad Oxi + (1 — 0)x,) © (x, — x,), 


所 以 |e@%,) = olx) | < M,p, (x, ,x>) (ve P), 
这 表明 了 是 等 度 连续 的 。 此 外 下 显然 是 一 致 有 界 的 。 
习 题 


1.3.1 在 完备 的 魔 量 空间 中 求证 : 为 了 子 集 4 是 列 紧 的 ， 
其 充分 且 必 要 条 件 是 对 Ye>>0， 存 在 4 的 列 紧 的 8 网 . 
1.3.2 在 度量 空间 中 求证 ， 紧 集 上 的 连续 御 数 必 是 有 界 
Bs HERI EIE THI. 
1.3.3 在 度量 空间 中 求证 ， 先 全 有 办 的 集合 是 有 界 09, FE 
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通过 考虑 站 的 子 集 己 = {0r} fe HR 
ex ={0,0,% 1 0 
—— 
第 个 
来 说 明 一 个 集合 可 以 是 有 界 但 不 完全 有 界 。 
1.3.4 谈 ( 如 ,p) 是 度量 空间 ，Fi ,Fa 是 它 的 两 个 紧 子 集 ， 
求证 3xiE Fi(i=1,2)， 使 得 oF, F) = p(X1,X2)， 其 中 
p(F ,F,5ZGinfío(x,y)|x EF ,yEF,). 
1.3.5 MÆ Cla, b RAAR RKE EA 
f ræ = [fod fe l 
是 列 紧 集 ， l 

1,3,6 IR E= {sinnt}? KIE: Eg C[0,z] 中 不 是 列 紧 
的 ， 

1.3.7 求证 S 空间 (定义 见习 题 1.2.1) 的 子 集 4 列 紧 的 充 要 
条 件 是 ，YnEIN，3Cu>0， 使 得 对 YY= (ee En eE 
A, lEn | SC, 

1.3.8 RCE ,p) 是 度量 空间 ; M 是 C 中 的 列 紧 集 ， 酉 射 
fi 一 M 满足 . 

pf xX1) ,f(x,))< (x, ,x,) (Vx X€ @ ,x SX), 
求证 ， 了 在 多 中 存在 唯一 的 不 动 点 。 

1.3.9 设 (M,p) 是 一 个 紧 距 离 空间 ， 又 ECCCM)， 中 的 
施 数 一 致 有 界 工 满足 下 列 Holder 条 件 ， 

(eC) — xG(t) | ECP ,t,) CYXEB, Yh, € M), 
H BR0<a<1, C>0, REEE CCM) 中 是 列 紧 集 。 

§ 4 ”线性 赋 范 空间 

上 一 节 我 们 在 距离 罕 间 上 讨论 了 映射 的 不 动 点 问题 。 然 而 距 

离 空 间 只 有 拓扑 结构 ， 对 于 许多 分 析 问 题 只 考虑 拓扑 结构 不 卷 虐 
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代数 结构 是 不 够 用 的 ， 因 为 在 分 析 中 通常 过 到 的 画 数 空间 ， 不 但 
要 考察 收敛 而 且 要 考虑 到 元 素 间 的 代数 运算 。 

4.1 线性 空间 

在 线性 代数 中 ， 我 们 学 过 线性 空间 的 概念 。 

定义 1.4.1 设 台 是 一 个 非 实 集 ， 区 是 复 ( 或 实 ) 数 域 。 如 果 
下 列 条 件 满 足 ， 便 称 多 为 一 复 ( 或 实 ) 线 性 空间 ， 

G) PÆ mR MIY ERr, JUEZ, iLE = 
x+y 称 为 x,y 之 和 ， 适 合 

《1.1) X+f£=J +X; 

(1.2) (x +J) +Z = Xx + (g +Z); 

(1.3) #EfEBME— BJ 0 € 2, WV x€ 2, x+0Ü=0+x; 

《1.4) 对 任意 的 XE BR，31x’E€ 多， 使 得 X+x =0， 记 此 
xX 为 一 x。 

(2) 定义 了 数 域 必 中 的 数 o 与 xE 多 的 数 乘 运算 , 即 Y (G ,x> 
EKXZ, 3uc 2, WEU =0x 称 为 x 对 4 的 数 乘 ， 适合 

(2.1) a(x) = (0P)x (Ya, BEK, vx€ £); 

(2.2) 1 * x=xX; f 

(2.3) (a +B)x=axthx (Va, BERK, YEP), 

alx +y) =ax+ay (Yx, YEZ, Vac K, 

线性 空间 的 元 素 又 称 为 向 量 ， 因 而 线性 空间 叉 称 为 向 量 空 
间 。 下 述 概 念 是 线性 宏 间 的 基本 概念 。 

线性 同 构 E, Pi EREZZE, Tigr, 称 为 是 一 
个 线性 同 构 ， 如 果 

GQ) 它 既 是 单 射 义 是 满 射 ， 即 它 是 一 对 一 的 并且 是 在 上 的 ， 

C2) Tax +By)=aTx+BTy (Yx, yeZ, Ya, BER). 

线性 子 空间 ECZ, E Epke LAmh AR XE K R 
一 个 线性 空间 ， 则 称 刁 是 多 的 一 个 线性 子 空间 。 

多 以及 1 部 是 多 的 线性 子 空 间 ， 我 们 称 它们 为 平凡 的 子 空 
间 ， 而 称 其 它 的 子 空间 为 其 子安 间 。 
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线性 流 形 ECZ, E jx í € 名 及 线性 子 空间 E.C Z, 
tet E= Eo+xo 和 会 {x +xolxEEo}， 则 称 上 为 线性 流 形 。 简单 地 
说 ， 线 性 流 形 就 是 子 空间 对 某 个 向 量 的 平移 。 

线性 相关 ”一 组 向 量 xyz,xnE 人 2 称 为 是 线性 相关 的 ， 
如 果 存 在 MAr ,Xn 区 不 公 为 0， 使 得 

À,X, + À,X, te + hnxn = 0; 
否则 称 为 是 线性 无 关 的 。 / 

线性 基 车 A4 是 台 责 的 一 个 极 大 线性 无 关 向 量 组 ， 即 4 中 
的 向 量 是 线性 无 关 的 , /而 且 任 意 的 x*E 2° 都 是 4 中 的 向 量 的 线 
性 组 合 ， 则 称 和 A 是 多 的 一 组 线性 基 ， 

维 数 ”线性 空间 中 的 线性 基 的 元 素 个 数 ( 势 )， 称 为 维 数 。 

线性 包 设 儿 是 一 个 指标 集 , {x,14E A} 是 多 中 的 向 量 族 ， 
一 切 由 {x;14€ 妈 } 的 有 穷 线性 组 合 组 成 的 集合 ` 


{y = QI 和 1 f °° +üa,x l4 EA, EK, i=1,2,,n} 


称 为 {xxj2E 4)} 的 线性 包 . 这 线性 包 是 一 个 线性 子 空间 ， 不 难 证 
明 它 是 名 舍 {zi|4E4)} 的 一 切线 性 子 空间 的 变 。 因 此 称 线性 包 为 


(z E A} 张 成 的 线性 子 空间 ， 记 为 
一 span(x,|1X2€ A), 

线性 和 与 直接 和 设 E,,E, 是 多 的 子 空间 ,我 们 称 集合 {Xx+ 
s|<€E,, z€ E,) 2 E, 与 ;的 线性 和 ， 记 为 El,+E。。 对 +I" 
意 有 限 个 子 空间 ， 定 义 依 此 类 推 , XECE LE) 中 的 任意 一 对 非 
雾 向 量 都 是 线性 无 关 的 , 则 称 线性 和 Bi + E, 为 直接 和 , WEED 
Ps， 这 时 E, E, = (0), FV x€ E, DE, 有 了 叭 一 的 分 解 ， x= 
x+ x(x; E Er,i=1,2). 

4.2 # E Ë B] Eq 3E385 

RTE DEAE BE] 27 ñ tÇ 3k sk E 线性 空间 , 也 引进 过 
它 的 拓扑 结构 EK p, 现在 要 把 这 两 者 结合 起 来 ， 即 是 要 求 

(1) 距离 的 平移 不 变性 ; 
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p(x+zZ,y +z) = p(x,Y) (YL, Y ZER) 
由 此 推出 ， o 对 加 法 是 连续 的 ， 即 


plxn ,x)—>0 
pres + Jr, X + y)—0, 


p(7r | Y) —>0 


事实 上 ， plxn + Ja ,X + p) =DCxn+yn 一 X 一 20) 
= p(x, — X,Y — Yn) 
pxn— x ,09) + PCY Ja ,0) 
= p(x,,xX) + PCY, Yn) —>0 C5 a co), 
反之 ， 如 果 距 离 p 对 加 法 连续 ， 则 满足 平移 不 变性 。 证 明 详 见 关 
比 直 ， 张 医 庆 ， 汉 德 兴 著 的 《线性 泛 画 分 析 久 门 》 一 书 。 
(2) 数 乘 的 连续 性 : 
(2.1) PCr, X) >0>Pp (ax, ax) 一 0 (VaEK); 
(2,2) ap >a(K)Dp lax, ax) >0 (V x€ 2). 
车 倒 P :2 一 民 '，P(x) 会 p(x,0) (Vx€ Z), MH C1) 
plx—y)=p(x—y,0) = p(X,y), 
这 时 由 距离 公理 逐条 化 为 画 数 Pp 的 条 件 : 
p(x,y)2Z0<—p(x)2Z0 (VL, YEP), 
p(x,y) =0, ERĄ x =y<=>p(x)= 0, HRH x=0; 
p(X,Y) EP(X ,2) + pC, y) p(x + J) Sp(x) + pCY); 
pC, y) = p(7,x) €>p(— x) =p(x), Y 


此 外 ， (2,1) <=> pax) —>0 《 当 p(x,)—0); 
《2 .2)<——p(a,x)—0 C4 a,—0). 
于 是 导向 下 列 


定义 1.4.2 线性 空间 多 上 的 准 范 数 ( 准 模 》 定义 为 这 空间 上 
HARR e |: 一 RR'， 满 足 条 件 : 

G) lxl=0 (CYxE2);, lxl=0<>x=0, 

(2) Ix+ ylelxl+fyl CVx,y€E 2); 

《37 |-*x|=l]x] (V x€ 2); 
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(4) lim|janx| =0, I lim [axal =0 (VxXE Z, Yek). 


定义 1.4.5 一 个 赋 准 范 数 的 线性 空间 2 如， 如 果 按 昭 
[xn xj>0 (n>) 
来 定义 rr BARRA F 空间 ， 
定义 1.4.4 完备 的 F* 空间 称 为 Frechet 空间 ， 简 #F E 
Hl. 
F* 空间 的 例子 很 多 ， 
例 1.4.5 ÆR CCM) (M 是 一 个 紧 距 离 空间 )。 显 然 
[u] = max|uC) | 
EM 
是 一 个 准 范 数 ，CCM) 是 一 个 王 空 间 、 
例 1.4.6 Euclid 空间 R”. ÉZ x= (x1, X2 x € R", Æ 
义 
I= (271512), 
显然 它 是 一 个 准 范 数 ，RR" 是 一 个 下 空间 ， 
例 1.4.7 空间 8 。 用 S 表 示 一 切 序 列 x= Gaza, xa e) 
组 成 的 线性 空间 ， 加 法 与 数 乘 撤 自 然 方式 定义 ; 
X+J= (XA +Y, Xa Yar, Xn t Yny); 
QX = (AX, ,AX3, 1, QX...) ERK), 
JEH x= Cearta yn) Y = Ya Yn), 对 VXES 定 
x 
Xn 
© a TEET 


BREESE. 事实 上 ， 准 范 数 的 条 件 (1),(3) 是 明显 成 
立 的 。 令 先 证 (2)， 注 意 到 初等 不 等 式 


a+ a B a B 
irap irar tirash Sirat gap CYRO), 
便 得 到 
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— 1 [xstyn| 
lx+ = 2725 l+ |xn+ yn| 


— 1 [xn] + |ynl _ 
<É Tl] + [yal 


al [xa] EZ 
<> [za l+] a| ) 
=|xl + vl. 
其 次 验证 (4)。 因 为 还 有 初等 不 等 式 
B N 
aß aiy p` (40l, B>0), 
B 


< 
1+af 到 
ETa CW0<a<1,B>0), 


所 以 YaE 区 有 
~ axl <<maxClal| ,1) |x, |—0 (ETEA Ea DA 


X#2|a,|—0, YEDO, W no， 使 得 1/2"0<€/2, H Æ {E no 
JR N= N(e/2), E484 m>N 时 有 


2 
lam] max pal< ñ 
1<i<n, 


则 
` |amxn| 


1 liomxn| _ 
"1+ |amXn | 


lanl = 2728 Hel S y 


n=n +1 


e — 1 ° 1 £ eë 
Srt ta 


这 就 证 明了 S 是 一 个 F* 空间。 
最 后 再 验证 完备 性 。 若 


2.1 Jeto xm] 
(m+?) ym) — > 8 n ` 
[x x |= = 2" 1+ |x+?) m] -0 
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(4mo, Vp€e N), Wx V ne N, hetn — x] —0 ( 当 m 一 
oœ, Vp€ N), 于 是 存在 xi, E1 xmM—xri ymo), BIL, 
Ye>0， 取 1， 使 得 1/2"o<e/2, ARN, ERA m2> N 时 有 
[xz 一 xs|<<e/2 (n=1,2,°. ,10), 
便 得 到 
oo (m) * 


其 路 = (xxah)。 于 是 8 是 一 个 上 空间 。 
£ ”由 上 面 的 推演 不 难看 出 ， 点 列 
x) = x Ly aee eU ee) 《1 =1),2，…) 
AF O= (0,0,… ,0,…)( 当 mn 一 co)， 必 须 且 仅 须 对 每 个 正 整 数 
有 都 有 swo Cimco), AERE S E Aa e g 


是 等 价 的 ， 
例 1.4.8 CRDŽZARR 及 ”上 一 切 连续 画 数 全 体 ， Ha 
e] max |u(x)| 
[u] = Liai 


z 2 1+ max |u(x)|” 
-1 KEERT] 


其 中 u(x)ECCR"), x= Gi,xə2 s Xn), |x| = x] txi H Xi 
这 时 外 15 ë qa. CRDA A FER. 

4.3 范 数 与 Banach 空间 

考察 以 上 诸 例 ， 还 可 以 发 现 如 下 差异 ， 便 1.4.5 和 例 1.4,6 的 
淮 范 数 具 有 章 次 性 ; 

lax = [lollxlt (voaEK, VxE2). 

而 例 1.4.7 和 例 1.4.8 的 准 范 数 则 不 具有 此 性 质 。 

具有 齐 次 性 的 准 范 数 叫 做 范 数 , 有 时 又 称 为 模 , 也 就 是 
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定义 1,4.9 BEZAZ ESI :| 是 一 个 非 负 值 画 数 : 
2 一 民 ' 满足 

G) |x|20 (YEZ), 1xl=0<>x= 引 正定 性 ); 

(2) [x+ v|=<|x| + ylCYx,yE 22) (三 角形 不 等 式 )， 

G) lax|=lallx|Cvac€ K, v x€ 2⁄) Gri), 

定义 1.4.10” 当 赋 准 范 数 的 线性 空间 中 的 准 范 数 是 范 数 时 ， 
这 室 间 叫做 线性 赋 范 空间 ， 或 称 B* 空间 .完备 的 B* 空间 时 做 
也 空间 或 Banach 空间 。 

除了 上 面 的 例 1.4.5 和 1.4.6 外 ， 我 们 再 举 一 些 经 常 遇 到 的 画 
数 空间 是 五 空间 的 例子 。 

例 1.4.11 ZAL Q, DASK). 设 (0, 多 ,1) 是 一 个 
测度 空间 ，t 是 上 的 可 测 画 数 ， 而 且 uo f 9 E 2 sP 
的 。 这 种 画 数 4 的 双 体 记 作 5?CQ,p)， 时 做 (0, 多 ,4) 上 的 p 次 
可 积 画 数 空间 。 工 (9 ,1n) 按 通常 的 加 法 与 数 习 规定 运算 ， 霸 且 把 
儿 平 处 处 相等 的 两 个 丽 数 看 成 是 同一 个 向 量 ， 经 这 样 处 理 过 的 空 
E 上 ?C0,p) 仍 是 一 个 线性 空间 ， 并 且 定 义 


lu|= Galu) | dy, 


WKI- | 是 一 个 范 数 。 这 是 因为 (1) , (3) 都 是 显然 的 ， 而 (2) 正 是 
著名 的 Minkowski 不 等 式 ， 
Cfol|uGx) + v(x) [7d Coluc) | du)? + (fo [uC |? dn)", 
又 由 Riesz-Fisher 定理 ，L*(0,1) 还 是 一 个 日 宏 间 . 

注 本 例 有 两 个 重要 的 特殊 情 开 

G) Q 是 RR" 中 的 一 个 可 测 集 ， 而 du 即 是 普通 的 Lebesgue 
测度 ， 这 时 ， 对 应 的 空间 记 作 L (0)， 

(2) Q =N, mie a ERIA: 4({n}) =1(VnEN)， 


这 时 宏 间 L?(0,p) 由 满足 户 ) 14n| ?之 oo 的 序列 4= (u,)2., 组 成 ， 
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对 应 的 空间 记 作 与 ， 其 范 数 是 
l= (X ult 六 
例 1.4.12 空间 L, u). RO, F, EMER, # 
对 于 Q 是 0 有 限 的 ，u《*) 是 上 的 可 测 画 数 。 如果 uk*) 与 Q 上 
的 一 个 有 界 画 数 几 乎 处 处 相等 ， 则 称 uC) 是 0 上 的 一 个 本 性 有 
界 可 测 画 数 。Q 上 的 一 切 本 性 有 界 可 测 画 数 〈 把 P.P. 相等 的 两 
个 画 数 视 为 同一 个 向 量 ) 的 至 体 记 作 上 “(9Q,4)， 在 其 上 规定 
[ul = inf (ER, s) (1.4.1) 


(EO)-0 
EER 


此 式 右 端 有 时 也 记 作 ess suplu(x)| ač l.u bju(e)], 显然 L=(Q, 
扫 是 一 个 线性 空间 ， 以 下 验证 上 * 上 是 一 个 范 数 。 事实 E, OR 
lulo 都 是 显然 的 ， 需 验证 : 

G) = 0<>4= 0。 充 分 性 是 显然 的 。 为 了 证 必要 性 ， 老 
jJu|=0, W Vn e N, 3E,C0, uE) =0， 莽 且 


sup |uGx |<. 


ze ONE, 


全 aaf (NEn) = ON UJ En. 
因为 4(x) = 0( 当 xE Q), „(U E, )=0, 所 以 u(x) = 0P. p.*E 
Q), 即 4=0。 
(2) lu+p|<lu]+ l. Ve>0, JE, Eich, UCE) 
-ACED =0， 且 sup [u(x)|[<lu[+š/2, 
sup, | GO [Slt e/2, 


TERN 


因此 Ju + v| < sup lu (x) + v Cx) | 


ERNE oOUB)) 


< sup |u(w)| + sup [2(Cx)| 
EQNEL 


zEQNE o 
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<lul + [vl +e, 
而 s 之 0 是 任意 的 ， 即 得 所 要 证 的 结论 。 
最 后 来 证 二 (2 ,四 是 完备 的 。 设 
luas u [>O  (Hn>=œ, YpEN). (1.4.2) 


因为 0 是 o- 有 限 的 ， 所 以 2 = (2m, KOnK, RE 


m=1 

E 0m 是 互 不 相交 的 。 G1.4.2)28 
jos+p(xz) -u,(x)|dx—0 (34n— oo, Vv pe N) 
因此 ， 根 据 L1C0%) 的 完备 性 ， 4 人 (x) ELICQm)， 使 得 


rl (gm) 


tp (x) u ™ (x) 〈 当 mco) 。 (1.4.3) 


于 是 YmE N， 存 在 {un(x)} 的 子 列 {2w*(x)}， 使 得 
VX) U(x) (n>00, Pp.P.XE Nm), 
FEEN ETOO REINS, ER 
u(x) Au™ (x) (XE Qn m=1,2,."), 
则 ut) (x) >u (x) (n> p.p.x € OQ), 
进一步 不 妨 假定 {uns(x)} 的 子 列 {ow (xz)} 就 是 本 身 ， 即 有 
Un (x)—>u(x) — 《〈 当 Poco，P.p.xEO)， 
现在 证 明 ue LO, DAR un- ul> EKE, BP (1.4.2)， 
Vs>0，3N=NGe)， 使 得 当 nzN 时 ， 对 VpEN 有 
lun+p 一 ta <E. 
因此 ， 对 VpEN，Vn>N，3E8CO9， 使 得 AGE =0， 莽 
且 
sup [sap GO) = ua (2) |<, 


zeQs Ft 
BAE, AUE, MaE = 0, 并 且 对 VYpEJN，VYnmz>N 有 
?=1 
sup [unrp (X) — u (x) | <, 
zc ONE, 
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合 p 一 co 得 


.Ep |un (Cx) — u(x) | <e, 


因此 u EL*(Q,p)， 以 及 un ~ ul 志 &。 这 就 是 所 要 证 的 ， 

g 当 4 是 及 ?中 的 一 个 可 测 集 时 ,对 应 的 空间 记 作 工 <(2)， 
当 Q = N 有时， 对 应 的 空间 记 作 请， 它 是 由 一 切 有 界 序列 < = {un} 
组 成 的 空间 ， 其 范 数 是 |ul =suplusl, 

例 1.4.13 C*'(Q). uU; 2 是 及 "中 的 一 个 有 界 连通 开 区 域 ， 
keN, JJ C'(0O)3S 8 号 上 具有 直到 阶 连 续 含 导 数 的 Bj 3 
u(x) =24Cxzxa xn) 的 至 体 ， 加 法 与 数 乘 氢 自然 法 则 定义 ， 再 


规定 范 数 为 
[uf= max max|O°u(Cx)|, 《1.4.4) 
TEQ 


lajs 


Hha = (a, ag, an), [a] =a +a += +a, 以 及 


Gla] 
PATERET (1,4,5) 


ð un (x) = 
容易 验证 (1.4.4) 定 义 的 | , | 是 一 个 范 数 ， 从 而 CEA 
性 赋 范 空间 。 再 证 它 是 完备 的 ， 从 而 是 Banach 空间 。 事实 上 ， 
车 {um} 是 一 个 基本 列 ， 则 必 存 在 连续 画 数 v。， 使 得 

S Osu Ga) tu,G) (n=, |a|<k, H x€ Q—3). 
我 们 只 要 再 证 明 va = 0°, RET. HE 
0 


51090) 二 5009) . (1.4.6) 
ð 3 - 
因为 gx n (X) YU 0,0) (x) (nco， 对 xE 与 一 致 ); 
Un CX) SVU 0,0,..,0) (x) (n=, 对 x 蕊 加 一 致 六 
9 


200x; 


Un (Ë 2 |... Xn) dt +u, (x? Xa, Xn), 
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人 


所 以 有 


20,0，s0) (x) 


- 
1 
s [aao (Z,x,, "=. Xn) dE + Vos,0s..s0) CX ,Xa ,°° ,Xn), 
1 


即 得 (1.,4.6)。 同 理 有 


9 . 
KO aY Ox} V0,0,..0) G =2 ,3 |°. n). 


其 余 对 11 用 数学 归纳 法 类 推 。 

例 1.4.14 Co6ones 空间 H? (A); 设 0 是 及 ”中 的 一 个 有 
界 连 通 开 区 域 ，m 是 一 个 非 负 整 数 ，1 志 7 达 0， 对 FC) 中 
的 任意 4， 代 赫 范 数 (1.4,4)? 定 义 


lal. =( X | 10u las), (1.4.7) 


不 难 验证 | ` |<, p EWR, CEDI lm, 5 不 是 完备 的 。 
根据 $ 2, RAE EET E é BJ R EREE 2°, 可 以 把 
它 完 备 化 ， 即 确定 一 个 完备 的 线性 赋 范 空间 名， 多 可 以 连续 地 嵌 ， 
入 作成 为 其 黎 密 的 子 空间 将 C"(0) 的 子 集 
SA{u EC”) | Julm p<} 


按照 模 (1.4.7) 完 备 化 ， 得 到 的 完备 化 空间 称 为 Coõores 空 H, 
i fE H"° P (Q), 它 在 偏 微分 方程 论 中 起 着 非常 基本 的 重要 作用 。 
特别 当 P=2 时 ，H”*(0) 简 单 地 记 成 HO). 

4.4 线性 典范 空间 上 的 模 等 价 

在 许多 分 析 问 题 中 ， 引 进 范 数 或 引进 距离 是 为 了 研究 一 种 收 
化 性 。 因 此 ， 如 果 我 们 关心 的 只 是 按照 一 定 意义 的 收 敏 性 而 不 是 
距离 本 身 的 大 小 ， 那 末 在 空间 上 我 们 就 可 以 认为 决定 同一 种 收敛 ~ 
性 的 不 同 范 数 是 等 价 的 ， 确 切 地 说 : 

定义 1.4.15 设 在 线性 空间 避 上 给 定 了 两 个 范 数 上 .与 
bedeo RBI. ltl- h38 Æt 
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laleleri Cno), | ' 

aR Aele hoi B. hEN 128, WA 51: h 
价 。 

命题 1.4.16 ATI- kok] h 强 ， 必 须 且 仅 须 存在 常数 
C>>0， 使 得 

lxh<Clxl, (vxe2). (1.4.8) 

证 充分 性 是 显然 的 。 下 证 必要 性 ， 用 反 证 法 。 若 (1.4.8) 
不 成 立 ， 则 对 VneN，xn€ 2, EANN >nlx |. Aras 
x./|xali, 一 方面 1 = 1, 另 一 方面 因为 


<|. < 过 (YneN), 


所 以 jyrl: 一 0C《 当 nn 一 co)。 RAA e eleh 3e , Br Pl |, > 
0 ( 当 m->co)。 这 显然 是 一 个 矛盾 。 

推论 1.4.17 为 了 | .省 与 站 L 等 价 必须 上 且 仅 须 存 在 常数 
CCa>0， 使 得 

Cilesi lsc] (VxE 2). | 

如 果 线 性 空间 多 的 维 数 是 有 穷 数 m， 则 记 作 dim =n, g 
则 记 为 lim 多 = ce。 设 多 是 一 个 线性 赋 范 空间 ， 并 且 设 dim = 
n， 这 时 允 存 在 一 组 基 ，61,6，,… ,cn。 任 意 一 个 元 素 x€ .2 有 下 
列 唯一 的 表示 ， 

x = Ee, + Zoe, + == + Enen, (1.4.9) 

利用 这 种 表示 ， 我 们 知道 在 代数 同 构 意义 下 ， 两 个 有 穷 维 线性 空 
间 等 价 的 充 要 条 件 是 它们 有 相同 的 维 数 。 现 在 我 们 关心 的 是 两 个 
有 和 旁 维 线性 赋 范 空间 ， 如 果 维 数 相同 ， 那 末 它 们 的 拓扑 之 间 有 和 什 
LÆR? 根据 (1.4.9)， 每 个 xE 名 瞧 一 地 对 应 着 K 2z 间 中 的 
— R ESTIA En ,br)。 自然 希望 建立 x 在 台中 的 范 数 |x | 
与 Tx 在 K? 中 的 范 数 


T= A(D 1) 
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(VE € K"), 


ZARRA. We SREE OADE | 
j=1 
Np KE ESBERN. 事实 上 ， VE= C Ls 8 
N= hnes ,fn) 《区 "由 三 角形 不 等 式 与 Schwarz 不 等 式 有 
IPCE ~ pn) PC — n> 


<D -nlia 
<(Z -nl 四 二 (Zie p)? 


<i-n(Z iel) 
共 次 ， 祖 据 范 数 的 齐 浆 性 ， 对 VEE R"\{9} 有 


vOs [7726 | eh) 04.10 


注意 到 K” 的 单位 球面 S, 1E 及 "| 上 | =1} 是 一 个 紧 集 ， 因 此 
POHE S, 上 必 有 非 负 的 最 小 值 C, 与 最 大 值 C:， 即 有 

Ci xp <C, (víie S>), 
按 (1.4.10) 便 有 

CR ECE (CVE ERD), (1.4.11) 

下 面 证 明 其 中 C:>0。 用 反 证 法 ， 假 若 C =0， 那 未 34* ES, 满 
Æ p) =0, i = CY Eie C, BE 

ETEL HEGE Hee t ERR = 0. (1.4.12) 


因为 {81,62,… e E PAG. IDAS =o, a ES, 
矛盾。 改写 (1.4.1]) 为 

cl7x| 生 和 zl 入 Ca17x| CVYxE5)。 (1.4.13) 
如 果 我 们 将 17x| 看 做 是 在 多 空间 中 引信 的 另 一 范 数 lzlz， 即 
jxjir 会 17Tx1(YVxE 22), 那 未 (1.4.13) 表 明 j 1 与 上 :lz 是 锋 价 的 . 
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以 后 简称 | lr 为 多 的 KK* Ra. 于 是 n HEREA EA 间 的 范 数 
与 其 KK” 范 数 等 价 。 
定理 1.4.18 设 名 是 一 个 有 穷 维 线性 空间 ， 若 |: 由 与 1，| 
都 是 多 上 的 范 数 ， 则 必 有 正常 数 6 与 c<2， 使 得 
oe, [x < |x 1, <e,l xl (V x€ Z). 


证 i2dim2 =n, WAI 小 与 1 人 都 与 了 及” 范 数 等 价 ， 所 
以 1， 用 与 1 ER. 

注 本 定理 表明 ， 具 有 相同 维 数 的 两 个 有 旁 维 线性 赋 范 空间 
在 代数 上 是 同 构 的 ， 在 拓扑 上 是 同 胚 的 。 

推论 1.4.19 ABH B# 空 间 必 是 了 空间。 

推论 1.4.20 8# 空 间 上 的 任意 有 穷 维 子 空间 必 是 财 子安 间 . 

定义 1.4.21 ZP: ZR! 是 线性 空间 多 上 的 一 个 画 数 ， 
若 它 满足 

(1) P(x +yz) SPX) APU) (Vx,y€ £) (次 可 加 性 ); 

(2) PAX) =AP(x) (V42>0,vx€ 2) ( 正 齐 次 性 )， 
则 称 了 为 名 上 的 一 个 次 线性 泛 画 。 

注 ”如 果 P 还 满足 P(X) 宇 0C(YVxE 2) ,大 # 且 代替 (27? 的 是 齐 
Kik, Plax) = |a|P(x)(va€ K, v x€ 2) ,W#g P £ —4 “8 

类 似 于 定理 1.4.18 的 证 明 ， 还 有 

定理 1.4.22 设 P 是 有 穷 维 B Zae EA — K Ek Bd , 
如 果 P(x)20( V x€ 22) ,#t H. P(x) =x0<=>x = 0, H| E EEX 
数 ct,ca ,使 得 

NEIES AEDES E] VEP). 

4.5 JM CR EE ik P| 88) . 

逼近 诊 的 一 个 基本 问题 是 ， 给 定 了 一 组 画 数 oa ,ga ，… ,9n 和 
一 个 画 数 f ,用 91,9，,… ,pn 的 线性 组 合 去 逼近 /( 按 某 种 尺度 )， 
问 是 藻 有 最 佳 的 逼近 存在 ? 例如 /是 [0,2r] 上 的 一 个 周期 画 数 ， 
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plx) = cosix(t =1,2,. ,7), AD tiv: EEH f, 求 在 L?[0， 
27j] 意 义 下 的 最 佳 逼近 。 

提成 B* 空 间 的 问题 ， 给 定 一 个 B*zz B| 22, #F#6 E 2° rh BJ #r 
2AN AE 61 ,62,* erne E 5 6 55 
和 A,)6€ K' > 使 得 


x= ya nn 
i=} 


其 中 CQ=(aiazwyan)。 
首先 要 回答 ， 这 组 数 (4 ,4a， ,4 ) 是 否 存 在 ? 当然 ， 不 妨 

DZ eez，… ,en 是 线性 无 关 的 ， 我 们 要 求 画 数 

x 一 S aiei 


的 最 小 值 。 容 易 看 出 三 是 KK" 上 的 连续 画 数 。 双 注意 到 


F(a)2> [Se 


= min 
ack” 


， (1.4.14) 


x 一 > a;e,; 


F(a) = 


EK”) 


-= ix] (VaceK', (1.4.15) 


m POALI ae 16: 


ARERR, MAEM. 4,18, ņ30,>0, 使 得 
P(a)>e,|a] (vac K'), (1.4.16) 


， 显 然 P(. ) 是 区" 上 的 一 个 模 ， 而 区 "是 


其 中 


[aJ Aa? + Jap]? + + |a, |D E 
(Va=(a,,a,,-.,a,)€ K"). 
联合 (1.4.15) 和 (1.4.16) 推 出 F(a)— co (8 |a|—-=oo), 于 是 画 数 
有 最 小 值 存在 ， 这 就 是 
定理 1.4.25 设 名 是 一 个 B*2 H. # 6,92." ,en 是 名 中 
给 定 的 向 量 组 ， 则 YxE 多， 存在 着 最 佳 逼 近 Z 数 4 ,42 A, 
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适合 (1.4.14)。 
汉 车 记 MAspanfe, er, men}; pxs MDA nf |x — p| 


LA D ,Miei， 则 可 改写 (1.4.14) 为 


p(x,x4) = p(x , M). (1.4.17) 
适合 (1.4.17) 的 x € M 称 为 x 在 M 上 的 最 佳 逼近 元 .本 定理 表 
明 ， 在 B* 宏 间 中 ， 任 一 指定 元 素 在 给 定 的 有 限 维 子 空间 上 的 最 
佳 逼 近 元 总 是 存在 的 ， 
进一步 问 : 最 佳 洒 近 元 是 不 是 只 r 显然 我 们 事先 要 假设 
给 定 的 向 量 组 61,62，,… ,en 是 线性 无 关 的 ， 但 即 使 如 此 ， 唯 一 性 
还 依赖 于 B*E LIRIMI, - 
定义 1.4.24 B*zz|]B|C22,| ， DERA R H, X jB V x, 
YEZ, x= 必 有 
lx] =y] =1=> lax +8yj]<1 (Vva,B>0,a+B=1)., 
(1.4.18) 
WRZE BRR, BWRKETEA RNA Aç 同 的 最 佳 
DE. FRE, ME déep(x,M)>0, # H |x - s| = |x -z| = d 
则 对 Yac,6>0，a+p8=1， 由 严格 凸 性 有 


Jlr- (ay+hz) =F lac -y +BG—2)l 
(F A DIRE 


即 lz- Cuy+Bz)| 二 4 。 这 显然 与 4 的 定义 矛盾 . 但 若 4 =O, y 
是 相应 的 最 佳 带 近 元 ， 则 必 有 1xz- 媳 =0， 即 yy =x。 从 而 最 佳 
逼近 元 必 是 唯一 的 。 这 就 是 

定理 1.4.25 设 乡 是 严格 凸 的 B+ 空 间 ，{el,ez，… ea) BE 多 
Lan Ei MEERE, Myer, FEF 唯一 的 一 组 最 
(EEIE Ek {AAt ,4n} 适 合 (1.4.14)。 
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例 1.4.26 ŽA L, DO <p) Eh. 

证 因为 Minkowski RR u +o < |ul| + oE 2 W sr) 
充 要 条 件 是 ， Iki k:>0C(kitk:>0), W 44 kiu =kw(p.p. >. 
KERE Vu, e L'(Q u), lul =lel=1, usr 时 ， 

Ju + -Dv + a- ilel =1 (V 0<t<1.), 
HI L? CQ , u) i RRR. 

例 1.4.27 CMR LICO, D RRE h. 

II C[0,1J2 0], Wx, 都 满足 lz = als, 
mjye+ol=i 

以 ZL0 ,1 为 例 。 取 xD 三 1 yA = 2t, 都 满足 |x| = yl =1， 
但 | rwD|=1. | 

A TTEA, BIE EA AA AEIR — h E 8 
的 极 小 值 〈 见 习题 1.4.12) 。 数 值 最 优化 技术 给 这 类 问题 提供 许 
多 具体 的 算法 。 

4.6 有 穷 维 B* 空 间 竟 刻 划 

我 们 已 经 知道 有 穷 维 B* 空 间 上 的 单位 球面 

SAE 2|x| =1) 
是 列 紧 的 ， 现 在 来 证 明 反 过 来 ， 如 果 一 个 B*z B] 22 BJ 8. 位 球面 
是 列 紧 的 ， 那 末 这 空间 必 是 有 穷 维 的 ,事实 上 ， 价 车 在 Si 上 给 
定 了 有 穷 个 线性 无 关 的 向 量 {X1,X2,… ,Xn}， 如 果 它 们 的 线性 包 
M, KASQA 2, 那 末 ax... € S), 使 得 
na Xill (i=1,2,. ,7), 
这 是 因为 任 取 YEM， 按 定理 1.4.23，3xEM， 使 得 
ly- x| = dA, Ma). 

全 x. AUW x)/d, EIR x. € S, HER 


|x 


[wa ril = Gly- edx SAd G=l,2,60n), 


照 此 办 法， 如 果 色 是 无 穷 维 的 ， 我 们 便 可 以 逐次 在 3: 上 抽 选 出 一 
Hiíx 1 适合 1z 一 Xml 宇 1(n,mEN,n 关 m)。 这 样 "就 不 是 列 
紧 的 。 于 是 我 们 得 到 

定理 1.4.28 为 了 8* 空 间 多 是 有 穷 维 的 ， 必 须 且 仅 须 多 的 
单位 球面 是 列 紧 的 ， 

定义 1.4.29 ”B+* 宏 间作 上 的 一 个 子 集 4 称 为 是 有 界 的 ， 如 
RPE R e >0， 使 得 jxj 委 cCVxE AD, 

推论 1.4.30 ”为 了 5* 宏 间 多 是 有 穷 维 的 ， 必 须 且 仅 须 共 任 
意 有 界 集 是 列 紧 的 。 | 

上 述 方法 被 .Riesz 用 来 导出 如 下 非常 有 用 的 引 理 。 

引 理 1.4.51(F.Riesz 引 理 ) 如 果 多 "是 B*zz 间 多 的 一 个 
RATZE, WEH yYo<e<l, Irez, t lsl=1, # E 
ly- x|221-#( V x€ 20). 

证 (EJ r 68 22222. BAZ EAN, BW LL 

dA inf ly- x|>0. 


AIIE, vn>0, 3x,€ 22 fE 48 d< |, — x |<d4 +n (参看 图 
1.4.1) 。 


图 1.4.1 


ti YA- X) hyo xol Wis =i, HEX Y EZA 
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! lyo- x | d ， 7 
ly- xl = [yo ~ xoll Tri l ET 


(1.4.19) 


Fp x’ = x +] -xolxE 22, 于 是 对 Y0<e<1， 只 要 1=d8/ 
1-6, EER IY- x>- 


习 E 

1.4.1 在 二 维 宏 间 民 * 中 ， 对 每 一 点 z= Gy, A 
Izh = |x] + lvl; Jz: = Vr, 
Izla = maxClxzl,1yD， lzl = G+ +. 


G) 求证 上 B G =1,2,3,4 ER HE. 

(2) 夯 出 CR?, 上 1;)(i=1,2,3,4) 各 空间 中 的 单 位 球面 图 
形 。 

(3) 在 及 :中 取 定 三 点 O = (0,0), A= (1,0),B = (0,1), 试 在 
上 述 四 种 不 同 范 数 下 求 出 入 048B 三 边 的 长 度 。 

1.4.2 设 c(0,1] 表 示 (0,1J 上 连续 且 有 界 的 画 数 xG) Ze fk. 
对 YXxXEcC0,1], mixis sup [xO]. 求证 ， 

G) |: PRE <60,13 空 间 上 的 范 数 ， 

(2) 妨 与 600,1] 的 一 个 子 空间 是 等 距 同 构 的 。 

1.4.3 #ECl[a,b]rh, 2 


MA 人 zs 二  Cvzecira,b, 


《1) 求证 上 由 是 CCa, b] ERIE Z. 
(2) 问 CCICa b], | ° 上 是否 完 备 ? 
1.4.4 在 CL0,1J] 中 ， 对 每 一 个 /ECL0,1]， 倒 


Ih =(P repas) >s Ih = (f+ par)t, 


RIE: e Dd Æ C50,1J] 中 的 两 个 等 价 范 数 。 
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1.4.5 说 BCf[0,eo) 天 示 [0,se) 上 过 续 且 有 界 的 面 数 /2) 
全 体 ， 对 于 每 个 JEBC[0,co) 及 4>0， 定 义 


I = (Fet reo Id), 


OD) 求证 ij。 是 BECCO, co) EAER. 

(2) #a,b>0, asb, REI le 5l * le tE Æ BC[0, co) 
上 的 范 数 是 不 等 价 的 ， 

1.4.6 ik, Q. BIR Bh x,€ 28 x, € 如 :的 序 
HC DRRR B] 2 = 22 x Za HRE 

[x] = maxChxl, ixl); 

车 中 = (x,,x,),x € 2,,x, C 2,,| h + hR a S 2? #122%; 
HWER. RKE: MEZ, BE B 2 B], WRAAE B zz BJ. 

1.4.7 设 多 是 B*ze B], RKE: 2 BR, í m H. Z 2 


对 ki (x,1CC 2, > jz 一 co 一 > 人 ,xn 收敛 。 


1,4,8 ILCA, b) ERAT RE n WEMA EA Pae 求证 ， 
yfe EECa, b], 3 P CG) € P, , 848 


max |/(x) = P, (x)| =min max [|f(x)—- P(x)|, 
b PEP, a<z=<b 


a< =< 


也 就 是 说 ， 如 果 用 所 有 次 数 不 超 过 7 的 多 项 式 去 对 f x) 一 致 逼 
I, ME Polx) 是 最 佳 的 ， 
1.4.9 在 了 中， 对 Yx= (xi,Xo) € R2, £ X Y 3k 
Ix] = max(|x,] ,| xs|)， 
şit e= (1,0),x = (0,1). k ac R'ur € 


lxo- ae,] = min] xo — Ae, ll, 


并 问 这 样 的 4 是 否 叭 一 ? 请 对 结果 作出 几何 解释 ， 
1.4,10 求人 这 范 数 的 严格 凸 性 等 价 于 下 列 条 件 ， 
lx +yli = Ix] +z] V x20,v20y==>x=ecy C>) 
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1.4.11 BL RREREZE, ME o: 多 一 及 ! 称 为 凸 的 ， 
如 果 不 等 式 : 

pAx +C- A) LAC) t CL AD (V 0<4=<1) 
R. KIEN MAk 5 668 J 6 A 22 B| 82 E. 

1.4.12 BCZ, |e 从 是 一 线性 赋 范 空间 ，M 是 多 的 有 限 维 
子 密 间 ，{el)ez,… ,cn} 是 M 的 一 组 基 ， 给 定 g€ 2, BEER F : 
K'—R!1,#F V c= Co,,cy CD ERK” WE 


Fe) = Fc , C2, ,Cn) = > cor-gl. 
i=l 


GQ) 求证 是 一 个 是 函数 ; 
(2) E FCc) 的 最 小 值 点 是 c = Ceia, cn) ,求证 


JAS cie 
给 出 9 在 M 中 的 最 佳 逼近 元 ， 


1.4.13 BZ B* 空 间 ， 台 o 是 必 的 线性 F Æ M BE I 


cE (0,1) ,使 得 
inf ly-xl<elyl YED), 


RKE: Vr 83%, 
1.4.14 设 Co 表 示 以 0 为 极限 的 实数 全 体 ， 间 在 Co 中 赋 以 


范 数 
lxi = max|on| (CVX= CE En En) EC. 


tso 


n=1 


又 设 MA [x= Eal- €O, 


a) RIE: A 是 Co 的 财 线性 子 空间 。 
(2) 设 Xo = (2,0, ,0,*…), 求 证， 


inf |xo ~ Z| = 1， 
ZEM 
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但 WYyEM 有 |xo- yl 二 1。 
注 ”本题 提 供 一 个 例子 说 明 ， 对 于 无 穷 维 团 线性 子 罕 间 来 
说 ， 给 定 其 外 一 点 x。， 未 必 能 在 共 上 找到 一 点 y 适 合 
lxo- yl = inf|<;- Z], 
ZEM 
换 句 话 道 ， 给 定 xoEM， 未 必 能 在 M 上 找到 最 佳 逼近 元 。 
1.4.15 设 多 是 B* 宏 间 ，M 是 允 的 有 限 维 鞭子 空间 ， 求 证 
Jye Z, lyi = 1,414 
ls- x]>1 (VxEM). 
1.4.16 车/ 是 定义 在 区 间 [0,1] 上 的 复 值 画 数 ， 定 义 
o, (f) =sup(|fGx) -WN vx,z8€[0,11,|x - yl}. 
如 果 0<a 近 1 对 应 的 Lipschitz 空间 Lipa， 由 满足 
I 会 1700)1 +sup{d "Welf)} < 


的 一 切 了 了 组成， 大 以 上 1 为 模 。 又 设 
tipoA fe Lipa |lim6-ew, (f) =o]. 
ó 0 


求证 Lipa R: B ÆJ, mE lipa 是 Lipa 的 闭 子 空间 。 
1.4.17( 商 宏 间 〉 RZ ERTER, Zot 2 BJ 闭 线性 
子 空间 ， 将 名 中 的 向 量 分 类 ， 几 是 适合 Xx — x” € 多 0 的 两 个 向 量 
x” ,x"(€ ZZ) 归于 同一 类 ， 称 其 为 等 价 类 、 把 一 个 等 价 类 看 成 一 
个 新 的 向 量 ， 这 种 向 量 的 人 至 体 组 成 的 集合 用 多 /2 表示 ， 莽 称 其 
为 高 空间 。 下 列 是 关于 商 空间 的 命题 。 
D 设 [xX]E 2/22, LEZ, 求证， XEL[x] 的 充分 且 必 要 
条 件 是 [Xx] =x + 2, 
D 在 名 /名 ,中 定义 加 法 与 数 乘 如 下 ， 
Crta tyt Za YE 716 Z/P), 
ALLJ AAX + Zo (vVv[x]€2Z/Z2, V ACK), 
其 中 x 和 3 分 别 表 示 属 于 等 价 类 [xJ 和 [2 的 任 一 元 素 。 又 规定 
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ID = inf xl Cvrxle 2/20), 


求证 (人 /oo 是 一 个 2 空间 ， 
O RJE 名 /20o, 求 证 对 VXELx] 有 
nf lx- Z| = IEx]lo. 
k 


(4) 定义 映射 8: LRP A 
g(x) = [Xj 人 AAx+ Z (VER), 
求证 2 是 线性 连续 映射 。 
(5) V[x]€ #/2, 求证 3xE 估 ， 使 得 
egG@)=[x], H xsl] lo. 
(6) iw<2 ,| DEZ, RECE/ Zole 10) 也 是 完备 BU. 
(7) iZ = C[0,1],# = (f€ 2 |/(0)=0), RIE: 
PIPS, 
其 中 记号 “ss ”表示 等 距 同 构 ， 


$5 QSTA 

5.1 定义 与 基本 性 质 

一 般 线性 空间 中 的 凸 集 概念 是 从 平面 凸 集 的 特征 性 质 中 抽象 
出 来 的 。 这 人 性质 是 : 若 己 是 一 个 平面 西 集 ， 则 对 于 成 中 任意 两 点 
x,y PAS aB kh fE E WJ, Hl 

Ax+(1-AyEE “(Vx,y€E,vV0<A=<1.), 

这 个 性 质 并 不 要 求 空间 具有 拓扑 结构 ， 所 以 这 个 概念 可 以 扩充 到 
一 般 的 线性 空间 。 

定义 1.5.1 EZEREZ, ECZ, WREA— hk, žu 


Ax+(1-—- Ay GE (Vx,y€ E, v0<ÀA=<1), 
下 面 命题 可 从 定义 直接 推出 。 
命题 1.5.2 若 {E,14E A)} 是 线性 空间 多 中 的 一 族 西 集 ， 则 
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NE LEHE. 
”定义 1.5.5 BLRRERR, ACZ. {El 4E NAZ 
HEZAKE, WA Iò] E >b AB i fE col), 


双 对 Vne N, Xi Xg Xn EA, #k 27 A x, 为 Xi Xp °, Xn 的 fika 
i= 


组 合 ， 是 指 其 中 系数 满 足 A0, DAML 

命题 1.5.4 ” 设 作 是 线性 空间 ，4 忆 ZS， 屠 末 4 的 是 包 是 4 
中 元 素 任意 三 组 合 的 全 体 。 即 
co( A) = 


[> x, 


i=] 


>% =1， A,Z0,x/€C A,i=1,2,. ,7, vnen). 
i=] 
| (1.5.1) 

证 者 今 表示 (1.5.1) 式 右 端 ， 则 AC m B. S £ r; #, 
从 而 ”Drco(4)， 反 之 ， 设 了 为 包含 4 的 任 一 凸 集 ， 那 W x € F 
G=12 n). JA W 274 x € F, M SCF, Mm SCco(4)， 

i=l 

定义 1.5.5 设 多 是 线性 空间 ，C 是 亿 上 含有 2 的 ATR, 
在 多 上 规定 一 个 取 值 于 [0 ,co] 的 画 数 
PG) = intfa>0| Zec) (YXE 2) (1.5.2) 


与 C 对 应 ， 称 画 数 尸 为 C 的 Minkowski ¿Z Hi. 

命题 1.5.6 设 和 多 是 线性 空间 ，C 是 多 上 含有 4 的 Ph T E, 
# P AC Hg Minkowski Z mi, MP RA TINED: 

(1) PŒœ)EL0, œ], P) =0; 

(2) PAAPA (V x€ 2 ,V A2>0) GE3F2HEF); 

C3) PGx +yz) PG) APU) (V x,y€ 2) CRK mE). 
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证 只 有 (3) 是 需要 验证 的 , 不 妨 设 PCx),P(y) 有 穷 ， 对 
YE>0, 取 = 了 (C(x) +£ /2, À, = PC(y) +E/2， 则 有 
二 EC， ZEC. 
因为 C 是 西 的 ， 所 以 


x+ 4, x A, y 
A TA Ai A arh AEC 


这 表明 
P (x +y) <À, +Ó, = P (x) + P (z) + 8, 

H 2 之 0 的 任意 性 得 到 (3)。| 

M PORRER MRR 又 何 时 正 齐 次 性 成 为 
齐 次 性 ? 为 了 回答 这 些 问题 我 们 引进 如 下 的 概念 。 

定义 1.5.7 线性 空间 人 中， 含有 0 的 是 集 C 称 为 是 吸收 
Ë, dR V x€ 22, J4>0, 44 x/ACC; 称 C 是 对 称 的 ， 如 
果 xEC=> —x€ C. 

图 1.5.1 显 示 盏 面 上 吸收 是 集 和 对 称 同 集 的 图 形 . 

根据 定义 显然 有 

命题 1.5.8 AT CERK, Vm Ht 须 其 Minkowski 
iÉ P(x) 是 实 值 画 数 ; 为 了 C 是 对 称 凸 集 ， 必 须 PC(x) 是 实 齐 
次 的 ， 即 

P(ax) = |a | P (x) (va€ RD. 
对 于 复数 域 线性 空间 上 的 矶 集 ， 代 替 对 称 性 ， 我 们 引进 均衡 
定义 1.5.9 复线 性 空间 多 的 一 个 子 集 C 称 为 是 均 衡 的 是 指 
x€ C=>ax € C (YaEC,|al = 1), 

结合 插 模 定义 ( 见 1.4.21I 的 注 ) 我 们 有 

命题 1.5.10 ”复线 性 空间 多 上 的 任 一 个 均衡 吸 e EC, 
决定 :了 这 空间 上 的 一 个 什 模 ， 
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对 称 同 集 THRA 


图 1.5.1 


对 于 线性 赋 范 宏 间 2， 我 们 有 更 强 的 结果 ， 
命题 1.5.11 设 必 是 一 个 B* 空 间 ，C 是 一 个 舍 有 9 点 的 闭 
mik. ma PCz) 是 C 的 Minkowski 泛 丽 ， 那 末 P(x) 下 中 连续 ， 
且 有 
C= (x€ Z| POKI), (1.5.3) 
此 外 ， 如 果 C 还 是 有 界 的 ， 那 来 PCx) 适 合 
P(x) =0< 拓 ->x=0。 


又 车 C 以 98 为 一 内 点 ， 那 末 C 是 吸收 的 ， 并 且 P(X) 还 是 一 致 连 
证 (1) Va2>0, # x€aC, Rlx/a€ C, H POOR EE 
有 PCX) 志 0; 反之 ， EPOS W|w V nc N # 
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x 

x cc, x C4 n>), 

a+ w+ 上 
n n 


又 因为 C 是 闭 的 ， 所 以 xEQC。 这 就 证 得 
aC = (x€ Z |P (x) <a) (v a>0), (1.5,4) 

特别 地 ， 售 0&9=1 即 得 (1,5.3)、 又 因 为 Ya>0，cC 是 闭 集 ， 所 
以 已 是 下 站 连续 的 。 

(2) 因为 6EC， 所 以 P(0) =0 是 显然 的 。 在 C 有 界 假定 下 ， 
HI 3r>0, FCC B(0,r), FÆ 

vre Mieco akl, 

由 此 可 见 当 P(x) =0 时 ，x= 0。 

(3) 若 C 以 9 为 内 点 , 即 3r>0， 使 得 Br)CC， 那 末 


zij sc (Vx€ NO )。 
因此 C 是 吸收 的 ， 关 且 有 PCx <c2|x|/r( v x€ 2), 于 是 


P(x) - P (gy | max(P(x— g) ,P(y = x)) < |x — z| 


(VX,yE 2), 
从 而 P(x) 是 一 致 连续 的 。 
推论 1.5.12 若 C 是 及 "中 的 一 个 紧 凸 子 集 ， 则 必 存 在 正 整 
eman, (49 C 同 胚 于 及 ”中 的 单位 球 。 
证 (1) 用 三 表示 包含 C 的 最 小 闭 线性 子 波形 。 设 其 维 数 是 
纪 ( 委 ?1)。 于 是 在 C E A mtl AE el ,es ,em,em+1， 使 得 
ci 一 ent = 1 2 加) 是 线性 无 关 的 。 


m+ 1 


1 
(2) + ESP 
i=l 


因为 eeoECCE， 所 以 已 -6 i mHE M: FERN. TER 
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VyE€£， 存 在 唯一 的 表示 
y= D Lilei- eo) +e (1.5.5) 


HEE- e, 上 可 引进 一 个 等 价 模 
l= (Dhl) Gey-e, yem, (1.5.0) 


O 我 们 要 证 ， 当 (1.5.6) 所 表示 的 lz| 足够 小 时 ， 蕴含 
(1.5.5) 所 表示 的 yEC。 事 实 上 ， 因 为 


y= Xue, + (1- Ds) 
-Dar hi- Bee tarli- "esas 


(1.5.7) 
当 |p1G7= 1 2,m) 足 够 小 时 ，(1.5.7) 右 上 端 各 项 系 数 都 是 正 
的 ， 莽 且 各 项 系数 的 总 和 
>l + merli- -2)] +a 
所 以 Y Ecofeles en en, I CC。 

(4) E-e, E, C-e 是 一 个 以 8 为 内 点 的 有 SL Bl E, 
它 的 Minkowski i£ i PC(z) 是 在 EE-e。 上 的 一 个 一 致 连续 、 正章 
K, Km, EA P(z) = 0 和 > = 0。 应 用 定理 1.4.22。 了 
Ci, C:>0, 44 

e, |z| < P (=) <cc,| EL] (Vz&€E-e), 
De B", DE E-e, 中 的 单位 球 ， 若 兮 


[ERRO (zz0), 
0 (z= 0), 


(225) = 


2(2) = 


MJ 2:B"="00,1)—C 是 一 个 在 上 同 胚 。 
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5.2 Brouwer 与 Schauder 不 动 点 定理 

在 拓扑 学 中 有 一 个 重要 的 属于 Brouwer 的 不 动 点 定理 ， 引 用 
如 下 ， 

定理 1.5,13CBrouwer)D 了 iZ BÆR” 中 的 闭 单 位 球 ， 又 设 
T:B-> 日 是 一 个 连续 映射 ， 那 末了 必 有 一 个 不 动 点 xE 了 

联合 推论 1.5.12 与 Brouwer 定理 ， 有 

推论 1.5,14 设 C 是 及 " 中 的 一 个 紧 凸 子 集 ，T :CC 是 连 
续 的 ， 则 了 必 有 一 个 在 C 上 的 不 动 点 。 

证 由 于 C 与 有 "(m7) 中 的 一 个 单位 球 同 胚 ， 记 此 同 胚 为 
9:B"(0,1) 一 C。 ZERAT 


To= 9 !1oT on。 


显然 To:1B"(9,1) 一 B"(9,1)。 对 Ty 应 用 Brouwer 不 动 点 定理 , 存 
在 xE B"(0,1) 使 得 Tox=x, 由 此 得 到 y=%xEC 是 了 的 不 动 点 .1 
现在 我 们 把 有 穷 维 空间 的 不 动 点 定理 推广 到 无 穷 维 空间 中 
去 。 
定理 1.5.15(Schauder) 设 C 是 B* 宏 间 估 中 的 一 个 Bln 
集 ，T :CC 连续 且 了 (C) 列 紧 ， 则 了 在 C 上 必 有 一 个 不 动 点 。 
证 GO 因为 TC(C) 是 列 紧 集 ， 所 以 对 VneN， 存 在 1/n 网 
N= {Yr Y2 De Ü Ë] 


rey= Ü p (s 元 ) G € T(G), i=1,2,°. ,7n), 


ju E, =span{N,}, A] En 为 由 六 。 张 成 的 有 穷 维 线性 子 空间 ， 
(2) 作 了 (C) 一 coCNo) 的 映射 T. 如 下 : 


D ”这 个 定理 的 证 明 有 好 多 个 。 除 了 代数 拓扑 的 证 明 而 外 ， 还 有 几 个 初等 的 、 纯 
分 析 的 证 明 ， 例 如 参看 J.Milnor，Analytic proofs of the “hairy ball theorem” 
and the Brouwer fixed point theorem, Amer, Math, Monthly, Vol, 85 No.T 
(1978) ,521—524.1.Franklin, Methods of Matlematical economics, p, 232—246» 
Springer Verlag, 
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Ia) = DMCy) (VyETC)), (1.5.8) 


其 中 
1-nly- vil( veB(y,)) 


AU) = 
(esl) 


2; mi G) 0 


AD maS, HEYET), JbA Sa), tE 


mCy) mc -| 


yEB (su F) 于 是 m,G)>0, 


所 以 mi(y)>0CVyETC)), A, OASIS DE E 
义 并 满足 
UDRAS a), DAW =1, 


t=-1 


于 是 7 在 了 (C) 上 有 定义 ， 关 且 (1.5.8) 与 (1.5.9) 蕴 含 IUE 
N, 元 素 的 四 组 合 ， 从 而 InCD € eo(N,), 此 外 还 有 


(1.5.9) 


r 
n 


i=] 


Iny -vl = [Erao -Zaw | 


= | o-r [s$ i-o 


T 
R 


= 5 lui — yA) + 5 lz; — z] A Cy) 


rens; |) 


(1.5.10 


(3) 注意 到 T:C—C,N,C T(G) ‚mi C ÆA, PLA co (N,) 
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CC, A TrarAlnoT, W R TaicoNa)—>colNa). KER 到 eo 
(N,)& E, 中 的 一 个 有 界 闭 山子 集 ， 应 用 推论 1.5.14， XnE€co 
(CN,)CC， 使 得 
TnXn=Xn。 、 (1.5.11) 
又 因为 TC(C) 是 列 紧 集 而 C 是 团 集 ， 所 以 存在 子 列 mxc 及 XEC 使 
得 
Tx, >x — (K—co)., (1.5.12) 


联合 (1.5.10) 与 (1.5,11) 得 到 
[£a xl] = |T,x,- x] 
=|I,Tx,—- Tx, +Tx,— x] 
S| InT £n- Txal] + Tx, — x| 


<L+|Tx,-x| CYnEN), (1.5.13) 


联合 (1.5.12) 与 (1.5.13) 肥 得 xn, 一 XC(Kk->o0), 再 利 用 了 的 连续 
性 和 (1.5.12) 即 得 
Tx = x, 

定义 1.5.16 BEZE B* 宏 间 ，E 是 多 的 一 个 子 集 ， 上 映射 T: 
E 一 名 ， 称 它 是 紧 的 ， 如 果 它 是 连续 的 并 且 映 上 中 的 任意 有 界 集 
为 2 中 的 列 紧 集 。 

推论 1.5.17 i% C A B*e pi AART 3E, T: 
CC 是 紧 的 ， 则 工 在 C 上 必 有 不 动 点 。 

5,3 应 用 

再 考察 常 微分 方程 初 值 问题 的 存在 性 定理 。 现 在 只 假设 画 数 

fG,x):R'ix R'R', 

ÆC- A,h]X[E -b E +b] EZTENA A A 数 M>, W44 
IFG, | <M). 考察 CL[ -于 由 中 的 球 BE, D ERS: 


(Tx) C0) = Ë +| yc ,x Ct) dr 
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RIRE: HERNA hk, TEBEOS F, HETER 
的 .事实 上 

Tx- člen SMh CYVxEBE,b)), 
i4 h<b/M hh, TH B(Z,b 8] 8. XAK 


ITOO- TDU] = | adr 


<KM|t-t | Cvt, t €[—h,h]), 
[TOOLS| E] + Mh (Vte[-h,h)), 

所 以 T Etk, #EB0D8 Arzela-Ascoli 定理 ( 见 定理 1.3.15) ,万 (e， 
25) 在 映射 下 的 象 是 列 紧 的 、 应 用 Schauder 不 动 点 定理 ， 立 得 

定理 1.5.18(Caratheodory) ”假设 函数 (t,x) 在 [一 h,h] x 
[E -b, E +b] LZE, JG, x)| <M, WRA A<b/M 时 ， 
方程 的 初 值 问 题 

[ iG) =F, xCt)), 
x(0) = 二， 
在 [一 h,h] 上 存在 解 xO. 
= 题 

1.5.1 EZE B* 宏 间 ， 巨 是 以 6 为 办 点 的 其 古 子 集 ，P 是 
由 产生 的 Minkowski iZ B, RHE: 

GQ) x€ ÈP); 

(2) Ë = E. 

1.5.2 求证 在 好 空间 中 ， 列 紧 集 的 凸 包 是 列 紧 集 ， 

1.5.3 设 C 是 B* 安 间 台 中 的 一 个 紧 凸 集 ， 有 映射 了 :CC 过 
续 ， 求 证 了 在 C 上 有 一 个 不 动 点 。 

1.5.4 设 C 是 8 空间 多 中 的 一 个 有 界 闭 同 集 , 映射 TiC 
2(1=1,2) 适 合 

(1) YXVEC=>TXYT+TToVEC; 

(2) 也 是 一 个 压缩 映射 ， 了 ,是 一 个 紧 映 射 。 
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RIE: T. +tT ÆC 上 至 少 有 一 个 不 动 点 。 
1.5.5 WAR nxn B BW, 3 Sú 38 aa< Ka, k 
证 ， 存 在 4>0 及 各 分 量 非 负 但 不 全 为 需 的 向 量 xE 民 "， 使 得 


Ax = Ax, 
提示 “在 及 ”上 考察 子 集 
ce|*= Gu, xs) ER" | si =1,62>0G=1,2,.. n) }, 
i=1 


莽 作 映射 
Ax 
IO = 一 一 


j=1 


1.5.6 设 KCx, 四 是 [0,1] x [0,1] 上 的 正 值 连续 函数， 定义 
映射 
T= | Kudy — CvueC[0,1)D. 


求证 ， 存 在 4 之 0 及 非 负 但 不 恒 为 零 的 过 续 函数 4 ， 满 足 
Tu = Au, 


$6 内 积 空间 

B* 宏 闻 上 虽然 有 了 范 数 ， 可 以 定义 收敛 ， 但 是 缺少 一 个 重 
要 概念 “角度 ”， 所 以 还 不 能 说 到 两 个 向 量 相互 垂直 。 欧 氏 
空间 及 "上 两 个 向 量 的 夹 角 是 通过 内 积 来 定义 的 ， 在 无 穷 维 空间 
上 也 可 引入 类 似 的 概念 。 

6.1 定义 与 基本 性 质 

我 们 先 从 共 斩 双 线 性 画 数 的 概念 估 手 。 

定义 1.6.1 线性 空间 22 上 的 一 个 二 元 画 数 ae(，，: ZX 
2°—K, #k >D JES SUS PEB B Csequi-linear) ,如 果 

(1) a(x,a,y, tQ.) = GaX,Y1) +G;,a(X Y2); 
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(2) aax; +aoxa yY) =Q a(x, Y) + 02a (Xa Y), 
JerhH V x,y,xX iX. Y J C 2, va,,a, € K. 我 们 还 称 由 
qal, D VEP), 
= S BJ 3k 2 E H 4 诱导 的 二 次 型 ， 
命题 1.6.2 i a E. ERRIRE, 4 是 由 4 诱导 
的 二 次 型 ， 那 末 
ODER YEZ) (Ky) =a(g,z) (V x,y€ 2), 
证 “<-” 是 显然 的 ， 下 证 “=>”。 从 
q(x+y)=q(X+/J) (YL, YEP), 


容易 推出 a(x,y) +a(g,x) = a(x,y) +QCX)。 (1.6.1) 
在 (1.6.1) 中 换 y 为 i1y， 即 得 


—a(x,y) + a(J ,x) =a(x,y) —a(y,x) . (1.6.2) 


《1.6.1) 与 (1.6.2) 相 减 即 得 a(x,y) =a(y,x) 。 

定义 1.6.5 线性 空间 多 上 的 一 个 共 斩 双 线性 画 数 

Ce, ):⁄2x >K, 

称 为 是 一 个 内 积 ， 如 果 它 满足 ， f 

(1) y=) (Vx,yE 22) CHIERE) ; 

(2) (x,x)Z20_ (V x€ 2),(x,x) =0<>x=0 ( 止 定 性 )。 
具有 内 积 的 线性 空间 称 为 内 积 密 间 ， 记 作 ( 和 儿 ,(: , D. 

注 车 在 (2) 中 仅 保 存 非 负 定 条 fF; (x ,x)20( V x€ £), 
EC, ) 为 一 个 侍 兴 积 ， 对 应 的 空间 称 为 什 办 积 空 间 。 

显然 ， 这 个 内 积 概 念 是 有 穷 维 欧 氏 空间 上 相应 概念 的 推广 ， 

例 1.6.4 R",C" 都 是 内 积 空间 ， 它 们 的 内 积分 别 定义 为 


(x,y) = Syin Y X,YE R”); (x,y) = Dagi Cyr, yec’), 
i=] i=] 
其 中 x= (xiyxza…xn) Y= CY Yn n), 
例 1.6.5 “空间 (定义 见 例 1.4.11)? 是 内 积 空间 ， 规 定 内 积 
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CX,y) = Diti 


i=l 


共 中 x= XxXay Ki) Y= Vy is) €, 
例 1.6.6 CQ,4)( 定 义 见 例 1.4,11) 是 内 积 空间 , WEAR 


(u,v) =f (x)u(x)d<, I 


Jerhu,e €e Ls(Q u), 
例 1.6.7 ”在 空间 C'(O) (定义 见 例 1.4.13) 中 ， 规 定 内 积 


(u,v) = > | auw Gx) dx (Yu, yec’). 


lal <k 
WRC, C ,  )) E — 4 PJ 3R2 aj, 
#mEk S2E BJR " —, HPO Sh H? 3k, LEM 到 下 面 
一 个 重要 的 不 等 式 。 
命题 1.6.8(Cauchy-Schwarz 不等式 ) ECF, D) 
是 内 积 空 间 。 若 命 
lz = Gi VEL), (1.6.3) 
则 有 |Gx,z)| <l xl zl (VX,yE 2); (1.6.4) 
而 且 其 中 等 号 当 且 仅 当 >* 与 y 线性 相关 时 成 立 ， 
我 们 愿意 就 更 一 般 的 情形 证 明 不 等 式 (1.6.4)， 这 就 是 
命题 1.6.9 设 “是 线性 空间 名 上 的 共 斩 双 线性 画 数 ，4(x) 
是 由 4 诱导 的 二 次 型 。 如 果 
q(x)F0 (Vx€ 2) RB. 49(x)=0<>x=0, 
WK laGx,yy|<[qGOq aE Yx yeZ); 0.6.5) 
而且 其 中 等 号 当 且 仅 当 与 y 线性 相关 时 成 立 ， 
证 不妨 设 y 尖 9， 对 Y4E 玫 考察 
q(x +Ày) =q(x) +Aa(x, y) +Aaly, x) + |A|?24G 20. 
(1.6.6) 
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取 4= 一 a(x,y)/9by), 国 为 alx,y) =al, (这 是 由 假设 4(x) 
宇 0 ,根据 命题 1.6.2 推 出 的 )， 所 以 


2|4(x ,z) | L JaCx,y)|? 
aly) qay) 


q(x) 一 之 0， 
由 此 立 得 (1.6.5)。 又 当 x= 一 4yC4E 区 ) 时 ，(1.6.5) 中 的 和 锋 号 
成 立 。 反 之 ， 若 (1.6.5) 中 的 等 号 成 立 ， 则 (1.6.6) 中 的 等 号 成 
立 ， 从 而 x= -2y0Q 6 K). 
命题 1.6.10 ”内 积 宏 间 ( 名 ,(，,，)) 按 (1.6.3) 定 义 范 数 ， 
是 一 个 B* z |B], 
证 只 要 证 按 (1.6.3) 定 义 的 1 1 是 范 数 。 事实 上 ,定义 
1.4.9 中 的 (17 和 (37 都 是 显然 成 立 的 ， 下 面 来 验证 (2) 。 
lx +z[2= Ge +u,x + g) 
=(x,x) + (x,y) +(u,x) + (Z ,1) 
<lx|]2+2|<llz1 + lz 
=x] +l (vx,y€E 2). 
命题 1.6.11 人 C+ , DHR, ARC, yE 
x 多 上 关于 范 数 | * | 的 连续 
证 i nx, Yn >y. BATE IMInIRA 用 “表示 它们 
一 个 上 界 ， 便 有 
| Cn, Yn) — CX,y)| | 
<| Cn, yn) — CX, yr) | + IC, Yn) — Cx,y)) 
|xr 一 2 人 ya + ely- yl 
<M|x,-—x| + xl u, — yio (Cn 一 co)。 
命题 1.6.12 ARZE, ` 力 是 严格 凸 的 B*E 间 ， 
证 Y0<4<1， 根 据 命题 1.6 .8 我 们 有 
Ax + C1— 24) yl 
=4? |x|? +240 — A)Recx, y) +(1 - 432 || z |Ë 
<+ a-å) =1 GĦ xl = fa] =1, xÆ). l 
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我 们 还 要 问 ， 什 么 样 的 BAe, A. DITA 引入 一 个 内 
PO,- ) 适 合 
(x cv<x€ 25. (1.6.7) 


命题 1.6.13 fE BRUC, :由 中， 为 了 在 名 上 可 引入 
AARC, ) 适 合 (1.6.7) ,必须 且 促 须 范 数目 ' 外 满 E 如 下 平 
行 四 边 形 等 式 ， 
Ix yl + jx- yla + |] (VxX,yE 2). 
《1.6.8) 
证 ”必要 性 可 通过 交接 计算 得 到 ， 为 了 证 充分 性 ， 仿 


FOrrol-ie-y) YK=R), 
(x,y) = | 
Pde +y]? - lx- yl? tile iyl- ile iyl’) 


GK = O). 

容易 验证 它 是 一 个 满足 (1.6.7) 的 内 积 ， 

定义 1.6.14 完备 的 内 积 空间 称 为 Hilbert 空间 。 

例 1.6.4 到 例 1.6.6 都 是 Hilbert 空间 。 下 面 我 们 再 举 一 个 在 
偏 微 分 方程 边 值 问题 理论 中 特别 有 用 的 内 积 空间 一 一 于 5C(0) 作 为 
例子 ， 为 此 先 证 明 

引 理 1.6.15CPoincare 不 等 式 ) 设 C3C0) 表 示 有 界 开 区 域 
QCR” 上 一 切 mt 次 连续 可 微 ， 并 在 边界 00 的 某 邻 域内 为 0 的 
画 数 集合 。 即 

CCO) = (u EC"D) uC) = 0,34 x€ 0O ERR). 
那 未 VuECs(C0) 有 


a 2dy a 
> | su oco D [| uae, .0.9) 


lal <m 
其 中 C 是 仅 傅 顿 于 区 域 QR m BJ 6 Ec. 
证 因为 4 是 有 界 的 ， 我 们 可 以 把 只 放 在 某 个 边 长 为 a 的 
57 


立方 体 2 内 ， 适 当选 择 坐 标 系 ， 使 得 

Q= {x1, Xe, X ER JOSKE, 2, n) 
在 QONA 上 补充 定义 4=0, 经 补充 定义 后 ，u(*) 在 9, E m X 83: 
可 徽 ， 而 且 在 边界 上 等 于 0。 VEQ, ` 


u(x) TRETO ,Xn) dt, 


再 利用 Cauchy-Schwarz RE, RA 
ðu 


2 
d 
Jx, Xie (1.6.10) 


KOIN 


在 2 上 积分 不 等 式 (1.6.10) ,我 们 得 


2 
dx 


Ou 
AE Ç <| ,起 
<| |gradu(x)|? dx. > (1.6.11) 
9 


然后 逐次 应 用 不 等 式 61.6.11) 于 IUa <m), BE 不 等 式 
G.6.9). | 
引 理 1.6.15 表 明 在 Co(02) 上， 


ve( Dud), .6.12) 


hle( > laud) a613 


lal <m 
是 一 对 等 价 模 。 记 C3CQ) 按 (1.6.,12) 完 备 化 后 的 宏 间 为 HO. 
它 是 日"(Q)( 定 义 见 例 1.4.14) 的 一 个 闭 子 空间 ， 
例 1.6.16 HCO E&A Hilbert 空间 ， 其 内 积 定义 为 
U, m= > [oru Ov) dx (vu, ECI). 


lal =m“. 


(1.6.14) 
g 当 人 的 边界 90 具有 光滑 的 法 向 S E hp, H CQ) rh t 
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元 素 实 际 上 是 满足 边界 条 件 ， 
= 0 


0 \m-1 
== 二 | 一 一 u 
3 有 (an) ae 


的 C"(Q) 画 数 4 的 一 种 推广 ， 共 中 8/6n 是 92 上 的 法 向 导数 ， 
6.2 正 交 与 正 交 基 
在 内 积 空间 多 中 ， 可 以 引入 两 个 向 量 夹 角 的 概念 ， 从 而 可 
定义 什么 咱 垂 直 或 正 变 。 和 欧 氏 空间 一 样 ， 对 内 积 空间 中 的 两 个 
向 量 x,y， 我 们 用 


ag ôn 


-CD | 
lxii 


0A cos 


表示 它们 之 则 的 夹 角 。 
定义 1.6.17 内 积 空 间 多 上 的 两 个 元 素 x 与 yY 称 为 是 正 
交 的 ， 是 指 
(x,y)=0, 

记 作 x._Ly， 又 设 儿 是 名 的 一 个 非 窗子 集 ，xE 22. # xv y€ M 
都 有 XxXJ4y， 则 称 x 与 MM 正 交 ， 记 作 x 二 MMM。 此 外 我 们 还 称 集合 
(xe m |x 1 M) 

为 MM 的 正 交 补 ， 记 作 M=. 
由 定义 可 以 直接 推出 
命题 1,6.18 设 多 是 内 积 空间 ， 巡 是 多 的 一 个 非 空子 集 ， 
a) # x Ly iG =1,2), l 
XL AY, + À 15 CYA LAER). 
(2) #x=y+z, H ylz, M 
lx? = yil + z]. 
(3) # xl y (ne N), H. Yny, W| x L y. 
(4) # x L M,MW| x Lspan( M), 
(5) ML 是 多 的 一 个 财 线性 子 空间 。 | 
现在 我 们 把 欧 氏 空间 中 的 直角 坐标 系 概 念 推广 到 一 般 的 内 积 
空间 中 去 。 
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定义 1.6.19 设 名 是 一 个 内 积 空间 ， 集 合 S={es|laE4} 是 

2 的 一 个 子 集 。 称 9 为 正 交 和 集 ， 是 指 

eales  CHa#+b, ya, BEA). 
如 果 还 有 lesl =1CVae4), 则 称 $ 为 正 交 规范 集 、 Xu RET 
中 不 存在 非 需 元 与 8 正 交 ， 即 S+= {9} , 那 末 称 3 为 完备 的 。 

一 个 内 积 空间 是 否 一 定 有 完备 的 正 交 集 ? 为 了 回答 这 个 加 
题 ， 我 们 引用 一 个 与 无 穷 归纳 法 等 价 的 命题 一 -Zorn 引 理 。 

引 理 1.6.20(Zorn) 设 多 是 一 个 牛 序 集 ， 如 紧 它 的 每 一 个 
至 序 子 集 有 一 个 上 界 ， 那 末 2 有 一 个 极 大 元 ， 

命题 1.6.21 非 {9} 内 积 空 间 人 多 中 必 存 在 完备 正 交 集 。 

证 ”因为 多 关 {9}， 所 以 多 中 的 正 交 集 依 包含 关系 构成 一 个 
第 序 集 类 ， 并 且 每 个 全 序 子 集 类 有 一 个 上 界 ， 就 是 这 些 集 之 并 
JE. {k Zorn 引 理 ， 这 什 序 集 类 有 极 大 元 ,我 们 来 证 明 ， 这 个 极 
大 元 ( 记 作 5 ) 就 是 完备 正 交 和 集 。 因 若 不 然 , 则 必 3x € St ,x 20, 
A S= {Xxo}jUS， 得 到 SS, 还 是 正 交集 ， 并 且 SES, 这 便 与 3 的 
极 大 性 相 矛 盾 ， 

定义 1.6.22 ”内 积 空间 多 中 的 正 交 规范 Æ S = (e, |a € A), 
称 为 一 个 基 ( 或 封闭 的 ) 是 指 YVxE 各， 有 下 列表 示 ; 

x = D) (xjes)eu， (1.6.15) 
其 中 {(x,es) laE A} 称 为 x 关于 基 {e。14E 4} 的 Fourier 系数 。 

定理 1.6.235(Bessel 不 等 式 ) 设 多 是 一 个 内 积 空 间 。 如 果 

S={evjcE4} 是 多 中 的 正 交 规范 集 ， 那 末 VYxE 人 2， 有 


DANKER DIEA [x]. (1.6.16) 
acA 
证 首先 对 4 的 任意 有 限 子 集 ， 不 妨 设 它们 Æ&1,2,,n, HE 
HH 
Dlx,eD el. (1.6.17) 


i= ` 
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因 为 
oef- Scena | 


= (x- Sees, XC— Sae) oi) 


j=1 


= jle- Sel 


B8DLC1.6.17 R. HETA, HYEN, WA |,e) |>1/7 
的 aE AEA, M m ER, ea) A0 É ac 4A 至 多 
有 可 数 多 个 。 于 是 (1.6.16) 的 左 端 实际 上 是 至 多 可 数 项 求 和 的 级 
数 。 再 由 (1.6.17) 我 们 有 

S [e)l <l 112, 

aCA, 
其 中 Ay 表示 4 的 任意 有 限 子 集 。 由 此 立 得 (1.6.16)。 

推论 1.6.24 假设 多 是 Hilbert Æ], H {eala €A} Æ 7p 

的 正 交 规范 集 。 那 末 对 VxE 多 ， 有 


> G. eye € 2, 
acA 
且 o þ -Eeee =i- Eee GC.6.19) 
.Ed acA 


证 “不 妨 设 使 得 (x,eo) 寺 0 的 可 数 多 ac A RE, 
-, WE 


I X> ICG,e,)e, = Sx,en)en, 


并 由 Bessel 不 等 式 可 知 > 1 (x ,en) | 收敛 ， 因 此 有 


m+? m+P 


[E enen | = Deno (m>, YPEN). 
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于 是 ， xm = D (zen)6n 是 基本 列 ， 从 而 


了 (xz,eo)es = 了 (zsen)en 二 limxn € F, 


acA n=1 


又 因为 x- 之 )(x,en)en SiCx,en)en， 所 以 


zh- Se 1, 


n=] 


XC— Dx ,en)en 
n=1 


这 就 是 (1.6.18)。 | 


何 时 Bessel 不 等 式 取 等 号 ? 何 时 Si (x,es)es S£ + x (15 fa 
aeEe4 

如 下 

定理 1.6.25 itge Æ— ^ Hilbert 2% f], # S= {elac A} 
是 多 中 的 正 交 规范 集 ， 则 如 下 三 条 等 价 ， 

(1) S 是 封闭 的 ; 

(2) ”是 完备 的 ; 

(3) Parseval 等 式 成 立 ， Bp 


jz 天 = DIle (yreg), 0.6.19 


acA 


证 (1) 过 (2)。 若 S 不 完备 ， 则 了 xE 2\{0}， 使 得 


(x,e,)=0 (va A. 
但 由 圣 闭 性 有 xz= Dee, FA. 


(DSG). E 3x€ 2 E Parseval 等 式 不 成 立 ， 则 由 
(1.6.18), 
2 


je- Deel? = |x - Dl,ed 10, 


acA Gc A 
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于 是 yx- >》 (x,8o)eo 大 9,， 但 yES+。 这 与 S 完 备 性 矛盾 ， 


aca 


(3) 一 (1)。 联 合 Parseval 等 式 与 (1.6.18) 得 到 


x — DEAD 


°= j- SGxeo)12=0， 


ac A G€ A 
因此 有 x= D Eea), | 
acA 
下 面 举 一 些 正 交规 范 基 的 例子 。 
例 1.6.26 在 Z[0,2r] 上 ， 
en) = Ie" (n=0,£1,+2,..) 


是 一 组 正 交 规范 基 。 YuEZL[0,2x]， 对 应 的 Fourier 系数 是 
Cen) = 了 这 | Dod (=0, 土 1, 土 2,…)。 


例 1.6.27 Æ PÆRE, 


en=(0,0，…,0,1,0，…) (n=1,2,3,) 
—— — — 


是 一 组 正 交 规范 基 。 
例 1.6.28 设 忆 是 C 中 的 单位 开 圆 域 ， 刀 2:(D) 表 示 在 忆 内 消 


(| ue) aray< ~ (z=x+iy) 


RRIAZ RARA. HERRA 
(u,v) = NN uc vdxdy, 
这 时 画 数组 ° 


pG) = Zer (n=1,2,3,.) 


63 


是 一 组 正 交 规范 基 , 设 xz)= D bezte B (Dp)， 它 对 应 的 
k=0 


ier Z 
Fourier 系数 是 


CU, pn) -> sa fE zg" -ldxdy 


D 


x TE ena ... 
LE = ba- Z (n=1,2,3,.")。 


6.3 正 交 化 与 Hilbert 空间 的 同 构 
线性 代数 中 的 Gram-Schmidt 正 交 化 过 程 可 以 毫 无 困难 地 搬 
到 内 积 空间 上 来 。 设 {zi,xsz，} 是 内 积 空间 多 中 的 一 列 线性 无 关 
的 元 素 。 我 们 要 构造 一 组 正 交 规范 集 
S={6|i=1,2,.}, 
使 得 对 YnEN，en 是 Xi,X2,… ,Xn 的 线性 组 合 ， 而 且 xn 也 是 
61,92，,… ,0n 的 线性 组 合 ， 革 构造 过 程 如 下 ， 


Jíi= XI, e= Jy 
Ys = Xz — (Xa,61)61, x= Ty T 


`R- 


Yn = Xx 一 SG。 Ei, e=] 


i=l 


下 面 引 人 入 . 
定义 1.6.29 RCZ’ ( ° , DDEC, C > ` )2) 是 两 个 内 
积 空间 ， 如 果 存 在 和 ;~ 人 :的 一 个 线性 同 构 了 满足 : 


《7Tx,7T3y)a= (zy)1 (YX,yE 2), 


则 称 内 积 空间 多 :与 和 * 是 同 构 的 。 
定理 1.6.30 为 了 Hilbert ZALETI, UA 且 仅 须 它 
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HESTER S. LE SHT RAEN”, Me 
同 构 于 K*; 车 入 = co, WZ F P, 

证 ”必要 性 ， 设 {xn}? 是 多 中 的 可 数 稠密 子 集 ， 那 末 其 中 必 
存在 一 个 线性 无 关 的 子 集 {yn 籽 CN< co 或 N = co)， 使 得 

span{yn}Y =span{xn}?, 
Hyn YM Gram-Schmidt 过 程 ， 便 构造 出 一 个 E 交规 范 集 
{ex} 了。 又 因为 
span{en}? = span{yn}Y =F, 


所 以 {en}Y 是 正 交 规范 基 。 
充分 性 。 设 {e*)y(N< co 或 N= co) 是 名 的 正 交 规范 基 ， 那 


KEE 
N 
[= Danen| Rean 与 Imas 人 为 有 理 数 ] 
n=1 
是 多 中 的 稠密 子 集 。 从 而 多 是 可 分 的 ， 
H FERMA {en N< co 或 N = co) ,作对 应 
n=N 
T:xr cx,en)} (VEP), 
n=1 


根据 Parseval 等 式 我 们 有 
N 
l= 5710.6) (vx € 25. 


由 此 可 见 对 应 TT 是 一 KK”( 当 和 N< 之 吕 ) kel N = ce) 的 一 
对 一 在 上 线性 同 构 。 此 外 ， 


N N 
(x) (X ee, Sene ) 
i=l j=1 
N 
=2 eD We (Vx,yE 2). 


因此 7 还 是 保持 内 积 的 ， 于 是 当 N< col, gR 构 TK; 而 当 
N=}, ZAF L. 
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6.4 再 论 最 住 过 过 问题 
我 们 在 $ 4.5 中 会 经 把 最 佳 逼 近 问题 看 成 求 E EATE 
的 一 个 线性 子 室 间 的 距离 问题 ， 在 那里 给 定 的 子 空间 是 有 穷 维 
的 ， 对 于 无 穷 维 闭 线性 子 空间 MM 来 说 ， 一 般 不 知道 能 否 对 给 定 的 
xE 名 ， 找 到 一 点 YE M 适合 
inf|x-z|=|z- gl 
(见习 题 1.4.14)。 然 而 在 Hilbert 空间 中 ， 不 但 答案 是 肯定 的 ， 
而 且 可 以 用 更 为 一 般 的 闭 凸 子 集 C 来 代替 闭 线性 子 空间 M。 现 在 
我 们 先 从 x = 0 这 一 特殊 情形 开始 ， 
定理 1.6.31 如 果 C 是 Hilbert 空间 他 中 的 一 个 闭 凸 了 集 ， 
那 末 在 C 上 存在 唯一 元 素 *o 取 到 最 小 模 。 
证 “存在 性 . 若 bEC， 则 xo=0. 车 0EC， 则 
dA inf|z|2>0. 


由 下 确 界定 义 ，VnEN，3xnEC， 使 得 

4<lzsj<<d+ 二 =12)。 (1.6.20) 
如 果 {xa)J 有 极限 xos 那 末 由 CC 的 闭 性 ， x€ C, f H(1.6.20), 
jxol =d, 即 % 取 到 了 C 上 元 素 的 最 小 模 。 为 了 {xa}? 有 极限 ， 只 
须 验 证 {xa}? 是 一 个 基本 列 ， 这 要 用 到 平行 四 边 形 等 式 ， 


[xa — xa |? =2Cxml? + [xa |D wien 
<fa) + (a) ] -4d?->0 (q n moo), 


唯一 性 。 如 果 有 xo,2oEC 使 得 |xol = l= WR 


=š £, 
2 


Ix = Zoll? = 2(1xÚ |+ 1212 - 4 
=4d° — 4d? = 0, 
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即 得 xa = ?6( 见 图 1.6.1)。 
推论 1.6.32 若 C 是 
Hilbert 空间 人 中 的 一 个 闭 
友子 集 ， 则 对 VYyE 如 ,3 
“SC， 使 得 ——ƏF 
. 0 
Iy- |= inflx - s|. — 
(1.6.21) 
证 只 须 考察 集合 C - 
Af- yxEC), 它 显然 还 是 和 上 的 一 个 闭 凸 子 集 。 根 据 定理 
1.6.31, J| ZEC- (u), fE 4 


lzof= inf lzl. 
zE- (7?) 


图 1.6.1 


分 Xo 会 20+ y， 便 得 到 (1.6.21)， 

特例 若 M 是 Hilbert 宏 间 名 上 的 一 个 闭 线性 子 空间 ， 则 对 
vy€Z,3|x € M, 使 得 

ly- xol = inflx- 2]. 1 

显然 我 们 证 明了 最 佳 逼 近 问 题 (1.6.21) 的 解 xo( 简 称 为 最 佳 
有 逼近 元 ?是 存在 唯一 的 。 但 是 上 述 证 明 并 总 有 告诉 我 们 这 个 元 素 
有 什么 性 质 。 下 面 一 个 定理 给 出 最 佳 逼 近 元 的 到 划 。 

定理 1.6.55 设 C 是 内 积 空间 多 中 的 一 个 财 凸 子 3E, V yc 
2, AT xB y EC EHRE BELLI EEE 
| Re(y- xo, xo- 2) >0 (Vx€C), (1.6.22) 


证 a yxeccC, %3 WE 
Pr) = ly- tx- (1 -txl (EL0,1]), 
显然 ， 为 了 v y EC 上 的 最 佳 逼近 元 ， 必 须 且 仅 须 
PrEP (VxEC, ViELO0,1]). (1.6.23) 
下 证 f (1.6.22) <—> (1.6.23). (1.6.24) 
内 为 
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Plt) = || CY — Xo) + t(xo — x) |° 
= Jy — xoll? + 2tReCy - xo, Xo- x) + t° |x  — xl’, 


所 以 g4 C0) =2Rel(y— Xo,Xo— X), (1.6.25) 
因此 G.,6.22)<= e, (00. (1.6.26) 
又 因为 Pa C) — 0z(0) = 61 0+ xo x , 

所 以 p, 00)220<= (1.6.23), (1.6.27) 


联合 (1.6.26) 与 (1.6.27) 即 得 (1.6.24)。 
推论 1.6.34 iZ MÆ Hilbert 空间 多 的 一 个 财 线性 子 流 形 。 
VEZ, HT y 是 xx 在 M 上 的 最 佳 逼 近 元 ， 必 须 且 仅 须 它 适合 
x-y 1 M-{y}A{w=z-y|YzZEM}. (1.6.28) 
证 ”由 定理 1.6.33， 为 了 ! Æx EM ERED w 
且 仅 须 
有 Re(x 一 一 2 之 0 (vz€ M). (1.6.29) 
因为 M 是 线性 流 形 ， 所 以 VzEM 可 表示 为 
z=y+w G@ € M-¿)). C1.6.30) 
注意 到 M — {yj 是 线性 子 Z |Ë], B. z B Wg MB, wu 38 M — 
{y}。 将 (1.6.30) 代 入 (1.6,29) 得 
Re(x — y ,t0) <0 (VwEM-{y}),. (1.6.31) 
在 (1.6.31) 中 ， 用 - wR w, EHEH 
Re(x-— y ,t0) = 0 (VwEM-{y}), (1.6.32) 
进一步 在 (1.6.32) 中 用 iw 代替 w， 便 推出 
(x-y,w)=0 (yvwEeEM-{y}). 
这 就 是 (1.6.28). 
特例 ” 当 MM 是 闭 线性 子 空间 时 M — (y) =M. 因此 ， 为 了 y 
是 xx 在 M 上 的 最 佳 逼近 元 ， 必 须 且 仅 须 它 适 合 : x- v. L M, 
推论 1.6.55( 正 交 分解 ) iM A Hilbert 空间 多 上 的 一 个 闭 
线性 子 空间 。 那 末 VxE 多， 存在 着 下 列 唯一 的 正 交 分 解 ， 
x= +z (yEM,zE M-), (1.6.33) 
证 取 4 为 xx 在 M 上 的 最 佳 逼 近 元 ， 而 =x-y， 即 为 满足 
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(1.6.33) 的 分 解 。 又 车 还 存在 另外 一 种 分 解 ， 

x= vy! + z” (y EM, z c M-), 
则 y-y =z-z (€ MI M-)=0, 
即 得 分 解 的 唯一 性 . 

注 由 x 的 正 交 分 
解 产 生 的 y 称 为 x 在 MM 
上 的 正 交 投影 《 见 图 
1.6.2). 

6.5 应 用 . 

1. 最 小 二 乘法 ， 图 1.6.2 

《1) 实际 观测 问题 。 许 多 实际 观测 数据 的 处 理 问题 如 下 ， 已 
知 量 y 与 量 X i .,X., ,Xn 之 同 呈 线性 关系 : 


Y = À,X, + AXo + + + NnXne 
但 事先 这 些 线性 系数 A Aa, An 是 不 知道 的 。 为 了 确 定 它们 观 
测 数据 灵 欢 ， 即 测 得 内 组 数 ， 如 表 1.6.3 所 示 。 如 果 观 测 是 绝对 
精确 的 话 ， 原 则 上 只 要 测量 m=n 次 。 遂 过 线性 方程 组 就 可 以 解 
H ,42,…,4n。 事 实 上 ， 任 何 观测 都 不 可 避免 带 有 R 差 。 这样 
便 多 观测 些 次 数 ， 即 m 二 > n 。 于 是 方程 的 个 数 大 于 未 知 数 的 个 
数 。 今 按 下 述 意 义 确定 系数 ， 求 ,4,,… ,4n， 使 得 
min > 


n 2 m n 
(j) > (O => j > j 
y J) axi? = [y - Ax D 
(asagar) jal ii j-1ı inl 


这 个 问题 可 以 看 成 是 在 空间 及 ”中 ， 求 由 表 1.6.3 中 的 后 7 列 向 
量 张 成 的 子 空 闻 上 的 元 素 ， 对 于 给 定 的 表 1.6.3 中 的 第 一 列 向 量 
的 最 佳 逼 近 ， 


m 2 


家 1.6.3 
yD ; xü), xD), , xD) 
y , x), sP, neeg xi) 
y, x9, xt, .., xa) 
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y t ; xm), xu, e, Xm) 
(2) 平方 平均 带 近 ， 在 函数 至 近 论 中 ， 对 于 给 定 的 一 般 丁 数 
f El?ca,b], 要 求 用 给 定 的 nn 个 L[4,bj 丽 数 Pifas ,Vn 的 线性 
组 合 接 平方 平均 意义 求 最 住 涡 近 。 即 求 系数 A,A Mn， 使 得 
min | GO 一 > a 0 CXD | ` dx 
a i=l 


OJIA goa a 


- | reo- Sino 

(3) 最 佳 估计 问题 。 设 (9 ,条 ,P) 是 一 个 概 率 空间 ， 即 一 个 

测度 空间 ， 满 足 PCQ) = 1， 所 谓 一 个 随机 变量 X 就 E,Z, P) 

上 上 的 一 个 可 测 面 数 。 在 随机 过 程 中 ， 常 对 随机 变量 X(o) 用 另 -- 

组 随机 变量 Xi(o) ,Xs(o) ,… ，Xa(o) 的 线性 组 合 来 估计 。 设 X, 
Xi, Xo, Xn ELCO, BZ, P), RAR 4 4 Ans 使 得 


min | 
a 


(ajra gr 3a Y ER" 


2 
dx, 


X w) — DaX) | 2P(w) 


-| [xw - 71 X G) | PGD. 
上 面 三 个 问题 本 质 上 是 一 个 ， 在 Hilbert AEZ Eia E x E. 
XiX, Xna WERK H CA, Åg, tee Ån ER”, 使 得 
min |e- Xaxi x — 了 Mix 
(a 90 2an) ER? i=] i=1 
从 几何 上 看 ， 就 是 求 X 在 由 Xi,X2,"… ,Xn HK K WJ 2 B| M E 的 正 
交 投 影 。 不 妨 设 {xl,xs Xn} 是 线性 无 美的， 4R 据 推论 1.6.34 
的 特例 ， 为 了 Xo= Dhit 是 所 求 的 解 ， 必 须 且 仅 须 


. 


(x—Xp,x;) = 0 (Q =1,2,. n), 
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HJ Daler) = (z, xi) (j=1,2,°" n), (1.6.4) 


因为 解 {41}? 是 存在 唯一 的 ， 所 以 线性 方程 组 (1.6.34) 的 系数 行 
列 式 不 等 于 0 。 由 此 求 得 


Cxi, X) + Cx, X) (Xn, XI) 
(xy ,x,) s.. (X ,Xa) ... (X, Xa) 


《Xi Xn) e.. (x ,Xn) ... (x, ,Xn) 
KER :xX1) ... (x; ,XI Xn, X1) 


(x, , X.) s... Ci, Xa (X, ,X,) 


À; = 


Ca, Xn) e Ci Xn) En Xn) | 

2, ARXAM pline), WEF 动 化 、 数 值 化 
的 过 程 中 ， 光 顺 曲线 , 即 用 一 定 的 程序 近似 描述 出 一 条 光滑 曲线 ， 
在 实际 应 用 中 是 非常 重要 的 。 样 条 丽 数 是 应 这 种 要 求 提出 来 的 ， 
问题 提 法 如 下 ， 假 设 在 平面 上 ， 给 定 -一 组 Be SCO.) 2,9), 
e, (X gm) 其 中 上 = LALL Lnb, 作 一 曲线 通过 上 
~ 述 各 点 ， 大 使 共 “ 尽 可 能 地 平滑 ”。 所 谓 “ 平 滑 ”， 它 确切 的 意 
义 是 指 这 条 曲线 y = /Kxz) 的 曲 率 w/w1+ (Cy) 的 绝对 值 很 小 ， 
通常 略 去 分 母 ， 近 似 地 指 1y* |! 小。 

定义 1.6.36 称 y=S4,g(x) 是 区 间 [La,b] 上 的 一 个 样 条 画 
数 ， 是 指 

yESA{zECTa, bz = Yili=0,1,." n), 

zf (Xa) = YZ CXn) = i), 


b b 
E f |y” (x) | dx = min | |z” (x) [2dx, 
a z€ a 
其 中 A= {X0, XXn] 适合 2=xo<x< <Cxn = b; 


g= yo Va Yn, Yv Y JERE 
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是 一 个 给 定 的 向 量 . 

为 简单 起 见 ， 我 们 只 考虑 齐 次 边界 条 件 的 情形 ， 即 假设 % = 
yn= Y= 如 4=0( 一 般 情 形 只 要 减 去 一 个 适当 的 画 数 ， 便 可 化 妇 这 
种 情形 )。 这 时 引入 空间 
Hà[a,b] 


Afuera, 5]|* 绝对 连续 ,其 P.P, 导 数 u” e lea, P, 


u(a) cb) =u’ (a)=u’(b)=0 


HIERAR, v) = fa u” Jv” dt Y u,v E H3[a b). 我 们 可 
以 验证 (HH?[a,b],《(.,.)) 是 Hilbert æ pj (H fE 88 习 )。 Æ H; 
[ae , 纪 上 ， 考 虑 下 列 线性 子 流 形 ， 

Ma, gA lue H? a, du) = y(t=1,2,% ,7)}. 
利用 等 式 
u(t) 
= | u’ dr f CG- tu(lr dr (yucHla,b],axt<b), 


推 得 
u< -ay thf! jur dr) Z eve Hilal, t<, 
由 此 容易 推出 M ,, ç EAK. RELL, 31 # M , g 上 存在 
唯一 元 素 S g 到 到 最 小 模 ， 即 31 535， gE Mi, yg, 使 得 

ro fè 

| |S*, gE) | dt = min | Ju” GQ 12dt。 


MA, g 
Sa, o 就 是 所 要 求 的 样 条 画 数 。 
为 了 进一步 弄 清 这 个 画 数 的 性 质 ， 我 们 利用 推论 1.6.34 得 到 
(Sa sit) =0 (VwEM), (1.6.35) 
其 中 MA{uEHiLa,b ui) =0 CG=1,2,,n-1)). 
对 限制 在 每 个 区 间 [xi,Xiw1j 上 的 画 数 
wiE Hi[xi,xi J (i=0,1,2, ,7 ~ 1), 
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w =f 10; GELL, Xis 
0 G8e[x;,X;,i]). 
JK wE M， 从 而 由 (1.6.35) 得 
fs; ayotaydi=o Go, C Hi[xi za],i=0,1, n 1), 
| (1.6.36) 
为 了 从 (1.6.36) 中 提取 关于 Sa, rz 的 信息 ， 我 们 先 证 一 个 
引 理 1.6.357 若 AEZ2a,p, 关 适合 
W (vwEH?[a, B), — G.6.37) 
则 了 (Ci) 在 [a,6J 上 Pp.P. 是 一 个 线性 函数 At+ B. 
证 AA Hile, BJE LLa, pI AR, RIR 要 找 到 常数 
A, BOKIT f)， 使 得 
'r 6 rE 6 
| fwdt = 4| wo dir B| wdt (vwEHi?[La, g). 
(1.6.38) 
为 此 先 看 如 果 (1.6.38) 成 立 的 话 ，4, 刀 应 该 等 于 什么 ? 任 取 
w= G) E Hla, 8], 843 
rh 8 
| 0 GD dt = 0, af to GtDdt = 1, (1.6.39) 
那 末 按 (1.6.38) 应 有 
A=<f, p>. (1.6.40) 
Eh., ORR Lla, PEHAR. BEIER w = 0 GD € H2[a p] 
使 得 
£ 8 
f tp @)dt=0, H f gtdt=1, (1.6.41) 
那 末 按 (1.6.38) 应 有 
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B=<f, p>. (1.6.42) 

MERE po, A,B 按 (1.6.39) 一 (1.6.42) 取 好 ， 那 未 Vw 
cH:i[a,ph], 

<J) - At- B,w>= <f ,h>, (1.6.42) 


B r 
共 中 haw- pf coat -g| wode 


H .6.39) 51.6.41) Hë Hi 
[8 re 
| A (t) a= | ithCt) dt = 0, 
从 而 方程 ， 
[ P) =h), 
yaa = 0(0)=wW a) =p (08) = 0 
有 解 ， 其 解 是 


pG = f Ct- hdre H2[a, B]. 


于 是 联合 (1.6.37) 与 (1.6.43) 便 有 
<f- At-B,u>=<f,h>=<f, 4"> =0(% e€ H2[ra BJ). 
这 就 是 要 证 的 (1.6.38)。 |Í 
应 用 这 个 引 理 ， 由 (1.6.36) AHA V 0<i<n- 1, £ 
Sa, gŒ) = Ait Bit? + Cit+ Di (3 tC€[x;,X;,. J), 
即 样 条 画 数 是 一 个 逐 段 三 次 多 项 式 。 百 由 分 部 积分 公式 ， 我 们 看 
到 
ro 
(Su, z 10) -[ s; (Gu (tD dt 


n-li pr, 
= 5 Ss Owr Cd 
i=00 í 


= SESY, t 0 Sh, Ca Ow x) CVu€ M), 
i= 0 


联合 (1.6.35)， 由 于 包 在 人 中 的 任意 性 ， 我 们 有 
Sr Cxi t0) =S, x-0) (i=1,2," ,7-1), 
总 结 上 述 结果 我 们 得 到 
定理 1.6.38 任意 给 定 [a ,中 的 分 割 4:4 = x< x < < xn = 
b, 及 向 量 9= oY a YoY) TEE — WJ F R Bq 2k y = 
Sa, CO, ETa, D] E#kE(Ik— 3k iEiEn tk, HETER 的 两 个 分 
点 之 间 是 三 次 多 项 式 . 


习 # 


1.6.1( 极 化 恒等式 〉 设 4 是 复线 性 空间 Z EORR 
性 函数 ,9 是 由 a 诱导 的 二 次 型 ,求证 ， 对 VX,yE 28 


a(x,y) = {x+ y) —-q(x- y) + iq(x+ iy) - iq(x-—iy)), 
1.6.2 求证 在 CLea ,站 中 不 可 能 引进 — Ph Pq RC, ) , f 
其 满足 
G, AË = max JŒ] (YSEA bD, 
1.6.3. 在 ZL0, 人 2 六 中， 求证 西数 
so) [eT dr (vxELTO0,T71) 
在 单位 球面 上 达到 最 大 值 ， 芽 求 出 此 最 大 值 和 达到 最 大 值 的 元 沙 
x 
提示 “利用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 及 其 取 等 号 的 条 件 。 


1.6.4 设 M ,六 是 内 积 空间 中 的 两 个 子 集 ， 求 证 ， 
ATCN>N CAMTL， 


1,6,5 Mi Hilbert 空间 多 的 子 集 ， 求 还 ; 
CM+)+=spanM, 
1.6.6 在 ZL-1, 1 中 ， 问 偶 画 数 集 的 正 奖 补 是 什么 ? 证 
明 你 的 结论 


1.6.7 在 Zazfae, 门 由， 考察 夯 数 集 9 = {6 "1}e--。。 

G) 若 15-al 雪 1， 求 证 ， = {8}; 

《2) #|b-a|>1, RIE: S (05, 

1.6.8 设 多 表示 闲 单 位 圆 上 的 解析 画 数 至 体 ， 内 积 定义 为 


_ 工 f(z2)9(2) 
GD =10 a sgen. 

求证 ，{2"/w27 }?-o 是 一 组 正 交规 范 集 ， 

1.6.9 设 {ern}?,{fn}? 是 Hilbert 宏 则 台中 的 两 个 正 交 规范 
E, MWER 

S ler- fal? <1. 

求证 ，{en} 和 {fw} 两 者 中 一 个 完备 更 含 另 一 个 完备 。 

1.6.10 设 名 是 Hilbert 空间 ， 台 0, 是 允 的 闭 线 性 子 空间 ， 
{en} {fn} 分 别 是 多。 和 允 5 的 正 交规 范 基 。 求 证 ，{en}U {fn} 是 


多 的 正 交 规范 基 。 
1.6.11 设 下 CD) 是 按 例 1.6.28 定 义 的 内 积 空间 。 


(1) 如 果 26z) 的 Taylor RIRE ul) = Dbz, 求 证: 
k=0 


《2) izua), oe) cR), H B. 


u) =X azt, ue) =D bezt, 
k=0 k=0 


z b 
RIE: u, aD 和 和 
k=0 
(3) i$ ulz) E 日 :CD), 求 证; 


ju 


DISA- (v |z| <1); 
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(4) IiE HD) Æ Hilbert 空间 。 
1.6.12， 设 各 是 内 积 空间 ，{ew} 是 多 中 的 正 交 规范 集 ， 求 
iE: 
[E ,ee <lill  (Vx,y€ 25, 
n=l 


1.6.13 设 允 是 一 个 内 积 空间 ，V Xx0€E 2, Vr>0, 4 
C={xE 2||x-x|<r;., 
(1) 求证, C 是 多 中 的 闭 是 集 ， 
(2) VLEZ, A 
| xo +r(x-—x)/l|x-— xo] ( 当 xEC)， 
x ( 当 xEC), 
求证 ，y 是 x* 在 C 中 的 最 佳 副 近 元 。 
1.6.14 求 (a0,01,02) € R°, E| [ef ao- at- apt] ?di 
取 最 小 值 。 
1.6.15 Iœ EC [a,b] WELA AIE: 
fca) =f)=0, f'(a)=1, F=. 
求证 ， 


4 
b-a" 


f |” Go |*dx> 


1.6.16 《 变 分 不 等 式 ) 设 多 是 一 个 Hilbert 2 |a], alx, y) È 
人 多 上 的 共 斩 对 称 的 双 线 性 画 数 ，3M>>0，5>0, 使 得 
ôl x aC, <M] x | (V x€ 2). 
Xi u € 2, CEPLIS. KE: M 


x—a(x ,x) 一 Re(uo,x) 
EC 上 达到 最 小 值 ， 套 且 达 到 最 小 值 的 点 x, 唯一 还 满足 
Re[L2aCxo,X— xo) — (uo,x 一 xo)] 之 0 (YXxEC)。 
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第 二 音 ”线性 算 子 与 线性 泛 函 


线性 算 子 和 线性 泛 画 是 泛 攻 分 析 研 究 的 基本 对 象 。 本 章 了 研究 
线性 算 子 和 线性 泛 画 的 一 般 概 念 和 基本 性 质 ， 


$1 线性 算 子 的 概念 
1.1 线性 牌子 和 线性 泛 圳 的 定义 
算 子 的 概念 起 源 于 运算 ， 例 如 ， 代 数 运算 
x— Ax (vx€ R"), 
其 中 4 是 一 个 nxn BE; REF PK, 
u(zy->P(0;)u (x) (VuEC™*(8)), 
其 中 PC， ) 是 一 个 多 项 式 ， 而 9z 是 偏 导数 运算 ， 积 分 变换 ， 


u> | KO,Dudy Cvue Ce), 


Hh Kex, y) R Q x O LAB Ek. b Se B 3] 过 的 “映射 
实际 上 也 就 是 算 子 。 

线性 算 子 的 概念 起 源 于 线性 代数 中 的 线性 变换 ， 

定义 2.1.1 设 多 ,YY 是 两 个 线性 空间 ，D 是 多 的 一 个 线性 
子 空间 . T:D- y 是 一 种 映射 ，D RAT 的 定义 域 ， 有 时 记 作 
DT), R(T) = {Tx|i VYxED} 称 为 的 值 域 ， 如 果 

Tax +By)y=oTx +hTy (Vx,yED, Ya, BER), 

那 末 称 了 是 一 个 线性 算 子 。 

例 2.1.2 Z =R”, Z= R",T = (mx 如果 

eTe (Dius 
那 末 人 是 一 个 线性 算 子 . 
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《YX = (X i, Xa 6. ,Xn) € R”), 


例 2.1.3 设 名 = 多 =C(5)， 又 设 微分 多 项 式 
P@Q,)= BD) a(x) (aa) ECD). 


la] <m 
如 果 T:u(Cx)iPC0z)u(x)(CYVuE 和 名)， 那 来 工 便 是 一 个 多 到 .多 的 
线性 算 子 。 
注 # = Z= L2(Q), DCT)=C"(0Q), M|) ET 2E X BO PUT 
了 也 是 线性 的 ， 
例 2.1.4 设 名 =Li(-%,co)， 车 规定 


Tiu(j | eit tucad CVUE Z), 


那 末 二 是 一 个 线性 算 子 

定义 2.1.5 取 值 于 实数 (复数 ) 的 线性 算 子 称 为 实 ( 复 ) 线 性 
Z WIESO RS xz>( 即 线性 画 数 ) 。 

8J2.1.6 Z7 =C), EME 


1 人 | Od (VxE 2), 


则 了 是 一 个 线性 泛 B, m. EOE HIRERE Bi. 
例 2.1.7 Z = C=(9)， 若 对 某 个 指标 a 及 名 ED 规定 
fu) = 0“u (£) (Vuc R), 

则 了 是 C<(9) 上 的 一 个 线性 泛 醒 。 
1.2 线性 算 子 的 连续 性 和 有 界 性 
算 子 的 连续 性 概念 就 是 映 象 的 连续 性 概念 。 
定义 2.1.8 Z, ZE F* gH, D(TC 2, £S T: 
DCT— 9， 称 T 在 xoEDCT) 是 连续 的 ， 如 果 
I Xn € D(T) Xn >x => T x, Txo, 
命题 ,1.9 ”对 于 线性 算 子 了 ， 为 了 它 在 DCT) 内 处 处 连续 ， 
必须 且 仅 须 它 在 x=0 处 连续 。 
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证 若 了 在 9 处 连续 ， 那 末 对 Vx, Xo EDT), xn >t 
xu-xo->0=>Txn — Tx, = T (xa — xa) >T 09 = 0, 
定义 2.1.10 设 如 ,多 都 是 8x* 空间 ， 称 线性 算 子 了 工 : 多 一 
VEER, m 果 有 常 数 M2>0, WAIT Mileve 
F). 
命题 2.1.11 设 和 ,9 都 是 3* 空间 ;为 了 线性 算 子 工 连 续 ， 
必须 且 只 须 了 有 界 。 


证 充分 人 性 显然 ， 下 证 必要 性 .车 不 然 ， 则 35, 名 ， 使 得 
7xal>>njxah。 + yn = ET 


EA ]Tv |l, B yn->9， 便 与 连续 性 矛盾 
定义 2.1.12 用 (如 ,了 YY) 表 示 一 切 由 人参 到 9 的 有 界线 性 算 
THAE, HME 
ITI = sup IT<]/1x]= sup IT<], 
为 了 E 2( ,多 ) 的 范 数 ， 特别 用 2 (多 ) 表 示 . 儿 (名 5) 及 用 2 
表示 (人 2, 民 )， 即 2* 表 示人 名 上 的 线性 有 界 泛 画 全 体 。 
定理 2,1.13 设 多 是 B* ze]8), JE BRA, EELE, g) 
上 规定 线性 运算 
aT +a, ,T' x) =a T x +a,T,x (Vx€ 2), 
其 中 aja, C€ K, TT EZR, ZI MZE, #5EIT I] 成 一 
个 Banach 空间 。 
证 BRZY, ZEAR ERB EIT EE 
ITi>0, IT]|=0<>Tx=0(Vx€ #)<=>T =0; 
[Ti +T] = sup. IT x +T',x]| 


< sup IT] + sup Tax] 
= 站 + 


loTh= sup fo7xl= ol sup IT] = lai 
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再 证 完备 性 ， 设 {Tn}? 是 一 个 基本 列 , 则 Ye>0,3N=ANCs) 使 
VEZA 
Jn px — Tux el (vn>N, vp € N)2. 


于 是 Tnx>yE Z (n=), W y=Ts, RI 29 iET c Z(2, 
多 )。 不 难看 出 了 是 线性 的 ， 再 证 其 有 PR. 事实 上 ，3nEN 合 
得 
IT = Tyl<ITnxl +1 
Tal +D] CVxES ,lxl=1)., 

BITIST +1， 

例 2.1.14 设 T 是 有 穷 维 B* 空间 他 到 多 的 线性 映 象 ， 则 工 

证 工 可 以 通过 托 阵 (59 力 表 示 出 来 ， 而 同一 个 有 穷 维 空间 的 
任意 两 个 模 等 价 。 不 妨 取 r = K", = K", EE 


ra 
-位 uui . Sl) t 
- (SD) tl 


ijXj 


malr=1<(2; 271012) 2 11. 


例 2.1.15 Hilbert 实 间 上 的 正 交 投影 算 子 ， 设 ME 2 ËJ 
一 个 闭 线 性 子 空间 ， 依 正 交 分 解 定 理 ，Y x€ Z, 在 在 唯一 的 分 
解 yEM,zE M+!， 使 得 

x= +z, 
对 应 xiy 称 作 由 多 到 M 的 正 交 投影 算 子 ， 记 作 Px。 在 不 强调 
子 空间 M 时， 我们 省 上 略 M 而 简 记 作 了 。 我 们 来 证 明了 还 是 一 个 
线性 连续 算 子 ， 并 且 和 如果 M= (0), WRKIPI=1. 
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先 证 线性 。 设 X= Pxi+2i(i=1,2)， 共 中 21E M*。 这 时 ， 
a x, + Qax2 = (a, Px, +a,Px,) + (0,2, +022) (Vaaa, C K), 
因为 az, +a z, € Mt, 而 QPxi +a,Px,€ M. 

所 以 P(a,x, +oaaxa) = a ,Px, +a Px, 
即 得 己 是 线性 算 子 。 

其 次 证 连续 ， 这 是 由 于 |Pxl?= Iz] - 12 SIP. 因此 ， 
jPxj 和 jxlj， 或 者 1P1<1， 最后， 当 Mz (0) 时， 任 取 xEM. 
{9}， 便 有 jPxl = jxj， 从 而 1Pl=1。 

习题 
Hap, L, yata Banach 空间 ) 

2.1.1 求证 TELC, 多) 的 充 要 条 件 是 了 为 线性 算 子 并 

EX HAR SER 29 多 中 的 有 界 集 . 


2.1.2 RAECEZCZ, Z) ,求证 ， 
G) BAJ= sup fAxf; (2) [A= sup [Axi 


zí <1 
2.1.3 RIEZ, RÐ, KRIE: 
CD ML= sup /CO (2) sup f@O =á|/|ev 6>0). 


2.1.4 设 yGDECro,1]， 定 义 Cro,1] 上 的 泛 画 
/ey= | x yd (V x€C[0,1), 
0 


KI 

2,1,5 S A: 2 EREE E A R £ M r d=infí|x]| 
17Cx) S= RE: HS1, 

2.1.6 R JEZ*, RIE VE>0, JEZ, 使 得 f(x0) = 
Ib Bx dl<1-:, 

2.1.7 设 了 : -> 9 是 线性 的 ， 分 


NOT) tx 2 |Tx=0), 


D ETELE, Z), RKE: NT 是 多 的 困 线 性 子 空间 . 
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(2) JJ NT 是 多 的 闲 线 性 子 空间 能 和 否 推 出 工 E2( 罗 ， 
Z)? 

(3) # SEREZ. RE: 

f€ e*<— N (7) ERRETAN. 
2.1.8 设 / 上 是 多 上 的 线性 泛 醋 ， 记 
有 人 txEa1f1Gx) = 人 (VE 区 )。 

如 果 FE 2°*, jEB.|/l|= 1， 求 证 ， 

(1) [FCD] =inf{]|x- z|] Vz€ H$) (V x€ 2); 

(2) Y4E 区 ,了 上 的 任 一 点 x 到 H* ERR TIAL 并 
H = R°*, 下 = 及 :情形 解释 (17 和 (2) 的 几何 意义 。 

2,1,9 设 名 是 实 B* 宏 间 ，f 是 多 上 的 非 雳 实 值 线性 泛 画 ， 
求证 ， 不 存在 开 球 B(xo,6)，、 使 得 fCxo) 是 fCX) 在 BCxo,6) 中 的 
极 大 值 或 极 小 值 。 


$2 Riesz 定理 及 其 应 用 
设 多 是 一 个 Hilbert 宏 间 ，VYVy€ 名， 如 果 定 义 
fu: XCx,y) (Vx€ 2), 
MER fy 8 2 事实 上 ， 
|f 1 <s] x] (V x€ 2). 
HAEN Siy. EE 29, R x= v, MA 
Fra, = 09,7) = 人 用 
总 之 有 jfyl = Ty1。 这 个 结论 反 过 来 也 是 对 的 ， 正 是 
定理 2.2.1(F .Riesz) 设 f 是 Hilbert 空间 名 上 的 一 个 连续 
线性 泛 画 ， 则 必 存 在 唯一 的 yj E 2, (048 
f(x) = (x ,ys) (V x€ 2). (2.2.1) 
启发 ”在 三 维 空间 中 ，(2.2.1) 就 是 
f(x)=ax +by+cez=n +. x (yxeR’). 
Hp x= (Xx,y,z)，n = (4,b,c)， 要 找 的 yi 现在 就 是 n, CEF 
mi f(x) = 0 的 法 线 。 
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证 TiS A O EB 2 gë £ @& MA (x€ 2 |fG) = 
0}。 由 于 了 是 连续 线性 的 ， 则 M 是 一 个 芙 闭 线性 子 Z JE), ER 
xoLM( 由 正 交 分 解 定理 这 x 是 存在 的 )。 不妨 设 jxoj =1， 光 中 
任意 元 素 x 可 以 分 解 如 下 ， 

x=ax +y, (2,2,2) 
其 中 yEM，4= f(x)/f(xo)。 这 是 因为 当 合 Y =x 一 0xo 时 ， 
fy) = f(x — axa) = f (x) — af (x0) = 0, 
在 (2.2.2) 两 边 同 时 与 xo。 作 内 积 ， 我 们 得 
Q = (xX,X0)., 
于 是 FC) = af Cx0) = (x, f Co) x0) 
取 ys = 了 (xo)xo， 这 就 是 我 们 要 求 的 。 
再 证 唯一 性 。 著 3 y,y € 221 E 
fx) = (x,y) = (X,Y ) (rE P), 
那 末 (x,y—y )=0 VEP). 
特别 取 xX=y-y， 就 推 得 y=y’。 

注 1 这 个 定理 的 几何 意义 如 下 ， 线 性 连续 泛 画 (x) 的 等 值 
面 都 是 互相 平行 的 超 平面 (见习 题 2.1.8)， 因 此 每 个 向 量 x 的 泛 
HIE f (x) H x 的 垂直 于 这 些 等 值 面 的 分 量 所 决定 。 

2 RINER, = jx， 事实 上 ， 由 (2.2.1) 得 

FEO Sal CvyxeE2), HISI. 
3-— J He x= PAC.2. DHE ISASI ai= 
EAE 
定理 2,2,2 设 宅 是 一 个 Hilbert ZA a(x,y) EL E BJ 3⁄: 
HRERS #IM>0, 使 得 
|a.) |< M| x| |z] <vx,v€ 2), 
则 存在 唯一 的 AC 乡 ( 和 多)， 使 得 
a(x, y) = (x, Ay) CYL, YEP), 
Ë. Al= sup o lapey (2,2,3) 


34) 
+0, P8 
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证 固定 yE 如 ,xF34(X, 四 是 一 个 线性 连续 泛 k. H Riesz 
定理 ， z=z(y) E 名 使 得 
alx, y= (x,z)( V x€ Z°), 
定义 映射 4: yez), WA ax, y) =x, Ay CYS y€ 2), 


又 因为 
(x, ACA Yı ta,y,)) = a(x,G,1, + QsY2) 


=ü@,a(x,,) + @,a(x , Y3) 
=ü,(x,Ay) +a,(x,Ay;2 
=(x,a,Ay  +a,Av (YX, Y, 6 
2, Va ,qa € K), 
所 以 4 是 线性 的 ， 若 且 
lAs|= sup. laCz,)1/1#]|<Mlsl. 
即 得 AC .2( 名 )， 关 满足 (2.2.3)。 
应 用 1.Laplace 方程 — Au = f 狄 氏 边 值 问 题 的 弱 解 。 设 Q 
CR" 是 一 个 有 界 开 区 域 ，f EL:(Q)， 称 实 画 数 4 是 
parn CE 9 A), (2.2.4) 
4|092 = 0 (2,2,5) 
的 一 个 器 解 是 指 4€E 日 i(Q)， 满 足 
| Vu + yvdx = | fvlx (VYyveHiCO)). 
2 9 
(2.2.6) 
这 是 因为 : 如 果 uEC28), 震 且 是 (2.2.4) 与 (2.2.5) 的 解 , 那 末 
K » vdx = | väx CYvEeEC?(O), vlao= 0), 
在 左边 应 用 Green 公式 得 
. ðu 
f -A » vdx = | Vu - V udx -| gardo 


= f ve . Vvudx, 


BITE | Vu » Vudx =f f - vdx 
Q Q 
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(YIEC2C2) ,vo = 0). 


但 集合 {ve CCQ)1v13g = 0} 显 然 在 H (Qh $g H u € Hi (OQ) 
以 及 fEL2CQ) 立 得 


| vu yvds = | f- vdxC e€ mo), 
Q N Q 


历 殉 上 ， 人 们 在 很 长 时 期 内 直接 求解 (2.2.4) 52.2.5), 1 
在 证 明 一 般 存在 性 结果 时 过 到 很 大 困难 。 于 是 经 过 近 件 个 世纪 的 
努力 ， 改 成 先 求 弱 解 证 其 存在 叭 一， 再 证 其 光滑 人 性， 这 样 一 种 途 
径 成 为 近代 偏 微分 方程 理论 的 基本 手法 ， 也 正 因为 如 此 泛 画 分 析 
各 成 为 研究 近代 偏 微分 方程 理论 所 必 不 缺少 的 工具 。 

定理 2.2.5 VJEZ2?(9)， 方 程 (2.2.4) 的 0-Dirichlet 问题 
( 即 以 (2.2.5) 为 边界 条 件 ) 弱 解 存在 唯一 。 

证 存在 性 。 根据 Poincare 不 等 式 ， 


Gu, Af vu . Vudx( V u,v EHICO)) 


EHO ER NE, Tm 


|r) (ee) 


<Ci (YE 五 (2))， 
| (2.2.7) 
其 中 e 151: 人 分别 表 示 到 CO) 与 HiO Eñ E. (2,2, D% 
BH, 


vof fevde Crea nyco 


是 有 (22 上 的 一 个 线性 连续 泛 画 。 应 用 Riesz 定理 2.2.1, 3u € 
HiQ), (4a 


Cug, t)i -| Vuo。Vvdx = f zas (vr HiO). 
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从 而 zu 是 一 个 有 弱 解 。 
唯一 性 。 假 若 uouo 都 是 器 解 ， 那 末 
Cugo- ug, Y) =0 (Vee H;(Q)). 
BDE osun, | 
对 于 非 0-Dirichelet 问题 ， 总 是 化 到 0-Dirichlet 问题 去 做 。 
给 定 92 上 的 函数 9 ,如果 3 了 uoEC2:(5)， 使 得 uo1zo = 9， 则 非 齐 
次 边 值 问题 可 以 化 归 齐 次 边 值 问题 。 事 实 上 ， 设 Ah 和 -Auo,v 人 会 


U — Ug XE UE 


-Av=f-fo, (2.2.8). 
Wlao=0 (2,2,9) 
的 弱 解 ， 则 2 就 是 
-Au=f, 
u|ae = g 


的 弱 解 。 而 问题 (2.2.8) 与 (2.2.9) 是 0-Dirichlet 388, 

至 于 哪些 丽 数 g 可 以 扩张 成 CDER A 值 ? 3 3 u B 
齐 次 边 仁 问 题 的 弱 解 ， 何 时 它 是 古典 解 ? 这 些 问题 在 偏 微分 方程 
REPATHA. 

2. 变 分 不 等 式 ， 

定理 2.2.4 iZ C E HYCO dh fg Hum E, 32 SELO), W 
下 列 不 等 式 存在 唯一 解 必 EC 

[vai veo-u) dr >| f- G upya (vvec). 


(2.2.10) 
证 利用 Riesz 定理 ， 3 | u € H} (Q), 使 得 


[vas vod = [fiw (ywen), 2.210 
因此 ， 不 等 式 (2.2.10) 可 以 化 为 
[ve vou dx> | vi veo-u)de (vreo), 


(2.2.12) 
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进一步 将 它 改写 为 
(uo ~ uo, P u5) >00 (voe€ G>, (2.2.13) 
JEE ER81.6.33, PERO. 2.13 SE F us 是 wm 在 C 上 的 最 佳 
逼近 元 ， 而 这 是 存在 唯一 的 。 
注 1 本 定理 可 以 换 成 更 一 般 的 结果 。 设 4A=(aii(Cz)) 是 一 
个 站 X3 EZER, wA 


Dat El (6>0)， 
i=] 


isj=1 


Hh a;;(x) €CC(@Q), MWWDV fe L2(Q), 3|u*€ CG 使 得 


| >; a;;(x)0;u*(x)0,(u(x)— u*G@c))dx 


i973=1 

>| ycocco -urco)ax (CYvEC). 
2 车 C 是 由 一 个 连续 画 数 YCx) € CC O) E f, 

CAW EHI CO VC Sy)), 


则 上 述 变 分 不 等 式 问题 称 为 障碍 问题 ， 这 时 u 表示 薄膜 的 位 移 ， 
f 表示 外 力 ，y(x) 是 一 个 障碍 ，。 


习 题 
(本 节 各 题 中 的 及 均 指 Hilbert 空间 ) 
2.2,1 i 开 ,fo, 咯 ,fn 是 卫 上 的 一 组 线性 有 界 泛 茵 ， 


MA NGO, NC(f)A{xrEHIf(x) =0} 
k=l 


(k= 1,2,." ,7), 


Vx € H, ip t X xo 在 M EWEEK, RIE: IVY, Yn 
EH K a,0, ,0n EK, 使 得 


R 
Yo= xo- 27 kk, 
k=l 
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2.2.2 设 1 是 及 上 的 实 值 线性 有 界 泛 函 ，C 是 H 中 的 一 个 闭 
西子 集 ， 又 设 
fosh- (YEO, 


(1) 求证 ，3u*EH, 使 得 
Jo = lu vl VEO, 


《2) 求证 ，3|1u EC， 使 得 fo) = inf fO). 

2.2.3 jH BJ 36 3 A E S EE 6 S 上 的 复 值 而 数 。 又 若 Yx 
ES, H 

J, (J) = f Gz) (YEH), 

定义 的 映射 J.: HCH RRE ERE. KE: FE SX 
S EWRERA KO, y, ERRI: 

(1) 对 任意 固定 的 yeES， 作 为 x 的 画 数 有 K(x,y) € H, 

D fF) = (EC yY EH,YyES)., 

注 MERO IOWA KO, DRAH RER. 

2.2.4 求证 ， AD (定义 见 例 1.6.28? 的 再 生 核 为 


1 


xC zn (ED)， 


K(z,w) = 


2.2.5 设 工 ,M 是 吾 上 的 闲 线性 子 空 间 ， 求 证 ; 
(1》ZLLM<->P Pr=0; 

(2) L=M:< P, +P = I; 

(3) P,Py =P, <=>P Pu = PuP,. 


S3 ” 纲 与 开 映 象 定理 


有 一 大 类 解 方 程 的 问题 从 泛 画 分 析 上 看 就 是 对 给 E 的 算 子 
T, Z>, K xc, 使 得 
Tx=y, (2.3.1) 
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解 的 存在 性 表达 成 算 子 了 AAW T; 
TT; =I (1 表示 恒 同 算 子 )， 

HHA xT y, MA Tx=TTz1y=y; 而 解 的 唯一 性 表达 
RATTAAT 

Ty T=1, 
因为 由 Tx=y 及 Ti! 存在 便 推 得 X=Ti*Tx=Ti'y， 所 以 解 * 
唯一 地 被 y 了 决定。 因 此 为 了 解 存在 而 且 唯 一 ， 必 须 且 仅 须 线性 算 
子 亿 斌 有 堪 北 双 有 布道 。 双 因为 ,如 果 算 子 了 左右 道 同时 存在 , 那 
来 它们 一 定 是 相等 的 。 事 实 上 ， 

Ti1=TiT=TIITT7I) = (TiT)T7! =1T7r =T71。 

所 以 这 时 称 算 子 了 有 北 ， 关 记 此 逆 为 7:!。 

车 多 ,，& 都 县 有 拓扑 结构 ， 又 车 方程 (2.3.1) 的 解 是 存在 唯 
一 的 。 我 们 还 要 问 什么 时 候 方程 的 解 是 稳定 的 ? 所谓 稳定 是 指 当 
y 做 微小 变化 时 ， 对 应 的 解 x 也 作 微 小 变化 ， 即 上映 象 了 是 连续 
的 ， 我 们 知道 ， 一 个 映 象 工 称 为 是 连续 的 ， 是 指 开 集 过 在 和 作用 
THR TOU ERF, BAST T 是 连续 Weti: T 
映 开 集 UU 为 开 集 T(U)。 为 了 不 处 及 T WEEE, WERT: 
L> 多 是 开 上 映 象 ， 如 果 它 映 开 集 为 开 集 。 

3.1 AKARE 

与 定义 1.2.2 的 稠密 概念 相 联系 ， 引 入 玻 集 的 要 念 ， 

定义 2.3.1 设 (和 名,p) 是 一 个 度量 空间 ， 集 EC 2°, RE 
WRD’ wÈ E WAREK. 

例 2.5.2 ÆRE, EZ Ake. Cantor JE Æ i R. 

命题 2.5.5 设 ( 多 ,p) 是 一 度量 空间 。 为 了 ECZ TE MRD 
须 且 仅 须 ，V 球 BC, r), IB, r DEB, r), 使 得 

ED BG r) = Z, 

证 ”必要 性 。 因 为 万 无 内 点 ， 所 以 加 不 能 包含 任 一 球 B(xo， 
r). ATIN EBC r) EREE. Rh E Hb BUOA3:2,> 
0 EBEL eO) E= Z. M 
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0<<ri<min(si;ro 一 PCxoy,xi))， 
JE B(x,r) CB Ca, o) ,B(x ,71) NE = Z. 
Eal. HETKE HEARR, MIBE., 但 由 
假设 
JB r DEB Co) ERBEN, 
一 方面 有 五 (xiyra) 1 E= B(xi,r,); 另 一 方面 有 B(xX1,7) E = 
Z. MAŽE. 
定义 2.5.4 在 距离 空间 (和 ,po) 上 ，, 集合 E 称 为 是 第 一 纲 的 ， 
Wn E= U Enr 其 中 E, 是 玻 集 。 不 是 第 一 纲 的 集合 称 为 第 二 
纲 集 。 
例 2.5.5 ÆR! 上 ， 有 理 点 集 是 第 一 纲 集 。 更 一 般 地 ， 可 数 
点 集 总 是 第 一 纲 集 。 
定理 2.5.6(Baire) 完备 度量 空间 (和 多 ,0) 是 第 二 纲 集 。 
证 BEIER. MEZERA, II Em IEn E 
得 
2 = U š... (2,3,2) 


对 任意 的 球 B Co, r), ABD CB C, C<), fE 
BC, rD NN B= 2; 
Zt B(x,,rD, IBC, rD C B(x,,ri (rs 之 1/2)， 使 得 
B(x,r) N (E, U E. = Z; 

如 此 继续 下 去， 对 B(x,_i,ra-  3B(x,,r DC B(x,_ rp li) 
(rn<1/n), 使 得 B(xn r NQ En= D, 从 而 

Ba rN (UB)=2 CVneN), (2.3.3) 

izi 
于 是 我 们 得 到 
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"BCer, rD EB r+ D BG, ra) I 
ti pG LLE CVnpEN). (2.3.4) 


由 此 可 见 {xn} 是 基本 列 ， 从 而 3xE 2 使 得 lim xx = x, 另 一 


方面 在 (2.3.4) 中 仿 pot p(x,x,) Sra, MA 
x€ B(xXx,,Ta) (Vne N). (2.3.5) 


E (2.3.3) 5 (2.3.5) Bi # x€ ÜE» i 这 与 (2.3.2) 了 矛盾 。 


应 用 在 数学 分 析 课 程 中 ， 许多 人 便 为 Weierstrass 构 造 出 
一 个 处 处 连续 而 处 处 不 可 微 的 函数 而 威 到 惊异 ， 然 而 我 们 却 有 下 
列 更 为 合 人 吃惊 的 事实 ; 

定理 在 CL50,1] 中 处 处 不 可 微 的 画 数 集合 E 是 非 实 的 ,更 确 
切 地 ，E 的 余 集 是 第 一 纲 集 。 

证 JK = C[0,1], 2 A, 表示 台中 这 样 一 些 元 素 f 之 集 ; 
对 f，39sEL0,1]， 使 对 适合 0s +A 5 |h] <1/n 的 任何 有 
下 式 成 立 
f(s +b =I) |=. 


车 了 在 某 个 点 s 处 可 微 ， 则 必 有 正 整数 n, ESEA +Z 


ANEC |] An. (2.3.6) 


下 面 我 们 证 明 每 个 An ERE, DEHE Ar 是 闭 的 。 事 实 上 ， 


E f€ NA, M[Vse[0,1], 3ks 使 得 
la SE, B|fG+h)- js?| > 可 有 |。 


双 由 子 的 连续 性 ， 习 ss>>0， 以 及 s 的 某 个 适当 的 令 域 J/,， 使 得 
对 YoEJs 有 
[FC +h) -fo) >n|h,| +28,, (2.3.7) 
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根据 有 限 覆 盖 定 理 ， 可 设 1717 覆盖 [0 1， Fix 


g€ =min{£s, yes ,°° ,Esnle 


今昔 9€ 多 适合 lg 一 月 <e， 则 由 (2.3.7)， 对 YoE 太 (=1， 


2.… mA 
lgCo ths, ) = 9(o)|2>>]f Co ths ) - f(o)] -26>n]hs, |. 


KIERT AA EFE, A An EHE. 
再 证 An 没有 内 点 。 v f€ A,, YEDO, 由 Weierstrass 通 近 
定理 ， 存 在 多 项 式 了 ， 使 得 


E 
IF- p| < 2° 


p 的 导数 在 [0 ,世上 是 有 界 的 ， 因 此 根据 中 信 定 理 3 好 >0， 使 得 
wv se[0,1JE|h| <1/n, WR 
|p(s +hy-p(s)|<Mj|h|. 
设 gCs)ECF0,1] 是 一 个 分 自 线 性 画 数 ， 淇 足 19g1<<sV2。 莽 且 各 
条 线段 针 率 的 绝对 值 都 大 于 M +n, WR 
p+g€ B(/f,s), 而 P+9IEAn, 

这 样 ， 我 们 证 明了 每 个 An Ek fE, Am UJ A, 是 第 一 纲 
集 。 而 多 是 完备 的 ， 由 Baire 定理 多 是 第 二 纲 集 ,由 此 根据 
《2.3.6) ,EE 也 是 第 二 纲 集 1 

本 定理 表明 ， 处 处 达 续 而 又 处 处 不 可 微 的 画 数 是 非常 之 多 
的 。 

3.2 FREE , 

EL, IREBE, TEFC, Z), ATT 为 是 单 射 ， 
是 指 T 是 1-1 的 ， 算 子 工 称 为 是 注射 ， 是 指 了 (名 ) = Z. 

如 果 了 是 一 个 单 射 ， 那 么 可 以 定义 了 !:， 它 是 线性 的 ， 但 其 
定义 域 却 未 必 是 全 空间 .&Y。 仅 当 它 还 是 一 个 满 射 时 ，7 :和 才 是 .9 
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到 台 的 一 个 线性 算 子 。 这 时 ， 我 们 自然 要 问 ， 7 了! 是 不 是 连续 
的 ? 下 面 的 Banach 洲 算 子 定理 回答 了 这 一 问题 ， 
定理 2.35.7(Banach) i;⁄2, 2 R B z: |. # Te zZ¿, 
多 )， 它 弃 是 单 射 又 是 满 射 。 那 末了 1E Z( Z ,2). 
这 定理 有 一 个 更 一 般 的 形式 就 是 
定理 2.5.8( 开 映 象 定理 ) KZ, yE æ B ZH, ETE 
FCF, AETR MT EFRR. 
证 JH BCe), UO DI EIB R 22, APF. 
(1) 为 了 证 明 荆 是 开 映 射 ， 即 Y F3EW, TWE 开 集 ， 必 
须 且 仅 须 证 明 ，3 了 6>>0， 使 得 
TB(80,1)DU (8,8), (2.3.8) 
事实 上 ， 必 要 性 是 显然 的 。 下 证 其 充分 人 性。 由 于 了 的 线性 ， 条 件 
《2.3.8) 等 价 于 
TBCxo,r) OUCTxo,r6) (VXxoE 2 ,Yr>0). 
VI CT(W), og 22 3x € WW， 使 得 yo = Txo。 因 为 W 是 开 集 ， 
所 以 3 B(x r CW. FER e= ró, EA 
U(Tx,,)CTB(x,,ryCT(W). 
即 yo=7xo 是 T(W) 的 内 点 (参看 图 2.3.1)。 


Ww TW 


TB(xo, e) 


图 2.3.1 


(D 证 明 ，36>0， 使 得 TCI) 玉 UC9,36)， 这 因为 
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多 = 了 5 = UJ TBO,n), 
n=1 


而 是 完备 的 ， 所 以 至 少 有 一 个 neEN， E14 TB(O,n)3E Bë. 
即 TBC9,n) 至 少 舍 有 一 个 内 点 ， 从 而 3U(Cyo,r)CTBCO,n)， 注 
意 到 TB(C9,n) 是 一 个 对 称 由 集 ， 便 有 UC-y,7r)CTBC9,n)， 从 
而 (参看 图 2.3.2) 


BCA, n) 


图 2.3.2 


UO, CFU, r) ++UC m, TBO). 
ETERA W 6 =r/3n, WA TBO, DUO, 

(3) WEA, TBO,1) DUO, S). Vz 8U(0,6), WEINE 
BO,» EA Tsy RHE Tx = 如 在 BC9,1) 内 的 一 个 解 
xo， 我 们 用 逐次 逼近 法 。 

对 nEUO, dD GQ), 3xsep[0 4) ,使得 


6 
ly — Tx,|< 
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Š 1 J 
对 y=yo-TxiEU(9, 卫 )， 按 (2)， IrEB(O za) ER 


6 
Jsi- Tx,|<ss 


0 1 
对 yn = Yni- Txn EU(0,35); - 按 (2)， Izn EB, amr) 
使 得 
ó 
jy T xnl snr; 


FED |x,|<1/2, 2 x. 5>Ix, IE4 x € B(0,1), 而 
[Yal = yn -Txal = *=* 
6 
=j yo-7Gc+xa++xnaj<az (VnEN), 


即 得 S AD rito, TS >y (n—>=œ), (2.3.9 


又 因为 是 连续 的 ， 所 以 
Txo = uo, (2.3.10 
H U @,CTBO,1). 
定理 2.3,7 的 证 明 依 定理 2.3.8 证 明 中 的 第 (3) 段 ， 已 知 


U00,D ETB(0,#). 


Bn T-'UQ@,DCB[0, +) 或 IT <+ 


(vV7C€ Z, lz1<1. 
特别 地 由 模 的 齐 次 性 ，YV yC .Y,Ys>0， 有 
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I<], 
分 s->0 得 
IT-s Hol 《vye 2). 

Jü T 16820 Z,Z). 

注 1 定理 2.3.7 与 定理 2.3.8 中 的 Banach 空间 多 ,多 可 以 
换 成 更 一 般 的 下 室 间 ， 但 证 明 需 作 稍稍 修改 。 参 看 关 欧 由， 张 共 
上 庆 ， 冯 德 兴 著 的 《线性 泛 夯 分 析 大 门 》( 第 一 章 $ 2 。 

E2 在 定理 2.3.7 中 ， 人 2 是 第 二 纲 集 的 假设 是 不 可 少 的 
《注射 及 .多 的 完备 性 保证 了 这 一 点 )。 因 为 有 例子 ， 取 儿 = y = 
CL0,1J， 规 定 


(Tx) (t) -| xD (V x€ >>), 
它 显然 是 连续 线性 的 ， 但 7 了 = 7o= teco, 1]17(0) =0} 不 


是 CL0,1] 的 第 二 纲 集 , 这 时 T- = tE CL0,1] 中 不 是 连续 的 


(即使 以 CL0,1] 中 的 一 个 子 集 u 作为 了 :的 定义 域 ， 也 不 连 
续 )。 事实 上 ，xn(?) 会 sin nx tt， 显然 |xnl =1， 但 是 


|o | =n x|cosnzt|=nx—co (34 n—oo), 


其 中 小 表示 CL[0,1j 空 间 中 的 模 。 然而 。 车 Yo 所 C1050,1] 的 
模 | “ Bh MR B z [a] , 这 时 了 1 = TERR. 事实 上 ， 


ITs- oo)|<bl vrezo. 


分 析 定 理 2.3.7 与 2.3.8 的 证 明 过 程 ， 可 以 看 出 ， 线 性 算 子 
工 连续 性 的 假设 可 以 减 有 弱 。 事 实 上 ， 用 到 连续 性 之 处 在 于 由 
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(2.3.9) 推 出 (2.3.10)， 而 这 只 需要 了 是 如 下 定义 的 用 ATA 
i 定义 2.3.9 RTEZ- .9 的 线性 算 子 ,D(T) 是 其 定义 域 。 
称 T 是 闭 的 ， 是 指 由 xnE DCT),xo->x， 以 及 Txa->y 就 能 推出 
xED(T)， 而 且 y= 人 Tx， 
例 2.3.10 在 CL0,1] 上 ，DCT) = Ci[0,11,T = 也是 一 个 半 
BERT. 
证 和 如果 za G) € C'[0,11,#F BJ xn->x(CL0,1]) -> 
yCCL0,1J)， 则 有 
xD -zal >| yd vte tod), 
Xali) — x ,(0)>=*xG) —-x(0) CVtELO0,1])., 


即 得 xG) =x(0) + | vGydr (yte [0,1]), 


d 
B, x€C:[0,1J, B =b. |! 


如 果 工 是 闭 线性 算 子 ， 在 定理 2.3.7 与 2.3.8 证 明 过 程 中 ， 
一 开始 取 空间 受 -就 是 D(T), CRUA B*E). 到 
第 (3)7 段 ， 我 们 线 到 基本 列 Sn WE TS >y KEF AZ KE 
备 性 推出 了 x。€ 各， 使 得 Swxo, 再 由 了 的 闭 性 推出 x€ D(T) 
yo= 了 xo。 于 是 得 到 更 一 般 的 结论 ， 

定理 2.5.11 若 多 ,多 是 已 空间 ， 了 是 多 一 多 的 一 个 闭 线性 
AT. WERTE Z HRZ ZAR, N RO) = .多 着 且 YVe>>0， 
J=) >00, fE V yC Z, |v|<5£# xe D(T), 适合 jzj 
<e BR. y = Tx. 

证 只 有 RGT) = .多 是 需要 证 的 。 我 们 已 知 对 s=1,35>0 
使 得 

UC, CT{BO, 1 NDT) (2.3.11) 
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VyE YH， 不 妨 设 y 了 0( 显 然 9ER(T))。 Y0<5<5， 按 
《2.3.11)》， 


eu, = 时 ETL8G,DnDCT))， 


T/k3xCB(0, 站 DC(T)， 使 得 


By 
lyi 


3.3 BB $ 2 = 
对 于 线性 算 子 而 草 ， 我 们 来 看 连续 性 与 用 性 间 的 关系 。 我 们 
说 一 个 连续 线性 算 子 了 7 了，D (TT) 一 YY 总 可 以 延 拓 到 D (T) E ,这 是 
下 列 
定理 2.5,12(B,L.T) 设 了 是 * 空 间 和 多 到 呈 空间 .多 的 连续 线 
性 算 子 ， 那 末了 能 唯一 地 延 拓 到 DCT) 上 成 为 连续 线性 算 子 了 ， 
使 得 T |o= T, HITI = IT]. 
证 fem re 五 (7T)，3xnED(T)，limxe=x， 依 假设 了 
在 PT7 上 连续 ， 从 而 有 界 ， 即 了 3M>0， 使 得 
IT<x|<MJ|<] (vxED(T))., 


T= Try = = 7 (lle *)>yE RT). 


于 是 [T xnep = Txa |< Mlx,.s— xal. 


由 此 可 见 {Txa} 是 .多 中 的 基本 列 ， 已 设 & 完 备 ， 所 以 了 6E Z, 
WE Teny, TAH y RIKT m- Dh xn 的 选择 
无 关 。 因此， 可 以 定义 T: y, RARE T, 是 线性 的 ， 还 有 
Top = T, 3EB|T,z|<M|<x|( v xe Dç0T)). | 

在 这 个 意义 上 ， 我 们 把 每 个 连续 线性 算 子 了 都 看 成 是 有 闭 定 
义 战 的 。 于 是 每 个 连续 线性 算 子 必 是 闭 的 。 可 是 一 般 团 线性 算 子 
未 必 能 延 拓 到 D LERTA. 

推论 2.3.13( 等 价 范 数 定理 ) 设 线性 宏 间 名 上 有 两 个 模 
1 及 与 上 fe 如 果 避 关于 这 两 个 模 都 构成 空间 ， mE e lh Æ 
Ee om, We i5 ie h BERN. 
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证 ZAER L >r, PERRE, I 上) 一 
(r,l 1) 的 线性 算 子 , 由 假设 | :1 比 上册 强 , 即 3C>0， 使 
得 i 

Hxh<Clxl, YE 2). 
因此 7 是 连续 的 ， 它 既是 单 射 又 是 满 射 依 定理 2.3.7， TT 
BI 连续 ， 即 有 M 之 0， 使 

Jixh<Mlxl, (Vre). 

又 因 六 :xz 与 x 是 同一 个 元 素 ， 所 以 |- 用 与 1. 1: 等 价 ， 

定理 2.3,14( 闭 图 象 定理 ) L, E Box]. 2 T E — 
多 的 闲 线性 算 子 ， 并 县 DCT) 是 闭 的 ， 则 了 是 连续 的 ， 

证 因为 DCT) 是 闭 的 ， 所 以 DCT) 作 为 各 的 线 性 子 实 间 可 
看 成 是 空间。 在 DCT) 上 ， 引 进 另 外 一 个 范 数 .lo 如下， 


和 xie = 2l + Hx) CYxEDGT))。 
MERO, lc) 也 是 总 空间 ， 事 实 上 ， 从 


[Xn 一 xmje=jxn 一 xml+l7xzn 一 xml-~0 
(4 n,m—= oo), 
Hager y*€ %, EIR x,—x*, H Tx,-—v*, RETH 
闭 性 即 得 六 =Tx*， 从 而 Txn->Tx*。 因 此 jxn 一 x*jo->0。 双 显 
BAI ° leel 1 强 ， 根 据 等 价 范 数 定 理 | .be 与 1 * 1 等 价 ， 故 
J3M>0, EE 
ITxl<lxlo<MIxl CvxeDT), 
注 AGUMA, To LEDRA A TFT HRR, 
而 jje 实 际 上 是 (x,7x)7 在 乘积 空间 如 x .Y 上 的 模 ， 因 此 | ， latr 
为 图 模 。 算 子 工 是 财 的 ， 实 际 上 就 是 G(T) 按 图 模 是 闭 的 . 
3.4 共鸣 定理 
定理 2.5.15( 共 鸣 定 理 或 一 致 有 界定 理 ) iz ea B z jj, 
多 是 B* 宏 间 ， 如 果 
WELLY, Z), ER sup lAxl< (V x€ 2), 
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那 末 存在 常数 M， 使 得 IAl<MCY AEW)， 
证 VEZ, EX 
[x|w = xl sup Axl, 


显然 ，| jw 是 名 上 的 范 数 ， 且 强 于 | ，' i. FERC, i. |w) 
完备 。 事 实 上， 如 果 
[xa xa|+ sup 4Cxm 一 xn)j 0 CH m,n—>oo), 
ALKEET IEZ, Elna- xlo no), 又 因为 
ye>0, IN=N(e), fE 48 
sup | Axm- Axa |< Cym, n>N). 


从 而 对 YA4E 下 有 1 Ax- Ax|<e( V n2>N). 于 是 
[xn = xl supl ACn — x) |—0 CH n>), 
Hx, — xlw 0. 再 根据 等 价 范 数 定 理 | ` jw 与 | . str, 从 
而 了 了 常数， 使 得 
sapl4zj<Mizl (v x€ 2). 
由 此 立即 推出 |Al<MCv AEeW). 
注 条 件 ，VxE 避 ，sup|Ax|< 吕 ， 意 味 着 VxXE 2, JM, 


>0, E14 
JAx|< M.I xl (Vv AC W). (2.3.12) 


mM: AISMCV AEW)， 则 可 看 作 是 ， 存 在 与 Xx 无关 的 常 


M, (E1 
JAx|< M| <| (v AEW). (2.3.13) 


《2.3.12) 意 味 着 算 子 族 WW 点 点 有 界 ; 《2.3.13) 则 意味 着 算 子 族 WW 
一 臻 有 界 。 因 此 本 定理 给 出 条 件 保证 点 点 有 界 药 舍 一 致 有 界 ， 故 
称 “ 一 致 有 界 ” 定 理 。 另 一 方面 ， 如 果 我 们 从 反面 来 叙述 本 定理 
sup| A| = 2> 9x E ,使 得 sup Axl] = o, 
AEW AEW 
RRELA JHE” ZER. 
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定理 ?2.3.16(Banach-S$teinhaus 定 理 ) 设 2 R B 2: |ñ) 
BH 是 B* 空 间 ，M 2 3 San f. 若 4,(x 一 1,2,.…)， 
AE L(A ,275, WYE KRA . 


lim Anx = Ax (2.3.14) 
的 充分 且 必 要 条 件 是 ， 
GD AlE 


(2) (2.3.14) 对 YxEM 成 立 。 

证 必要 性 。 根据 共 鸣 定 理 是 显然 的 ， 

充分 性 .假定 14nl 志 CC(YnEN)， 对 VxXE 2#K YESO, W 
yEM， 使 得 


€ 
ET 
便 有 [|A,x-— Ax|<]|A,x- Anyi t Any— Ayl + Ax- Ag] 
<$ + lAny -Ayi (vn€N). 


再 取 入 足够 大 ， 使 得 1Any -Ay1< 二 ae/2CYn 宇 N)， 便 有 
JA,x-Ax|<£  (Vn2>N)., 

3.5 应 用 

1, Lax-Milgram 定理 。 

定理 2.35.17(Lax-WMilgram 定 理 ) i$ alx, y) Æ Hilbert 空间 
PERAMAN, WE: 

G) 3 M>0, Eja, DI < M|<x||s]( v x,y€ 2); 

(2.3.15) 


《2》 36>0, fEj|alx, x)| 2ó]|x|2( V x€ 2) (2.3.16) 


MRA Z fE — J A ER A EER EAT AEF) ,满足 
a(x, y) = (x,Ay) (VX,yE 2), (2.3.17) 


(aich. (2.3.18) 
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证 依 定 理 2.2.2， 适 合 (2.3.17) 的 算 子 AE (如) 存 EME 
一 。 今 证 其 
(1) 是 单 射 。 若 有 yi,y2E 名， 满足 Ay = 4ya， 则 
a(x, yı) = a(x ,Jo) (Vvy/€ X), 
从 而 a(x,Yy1— Y=0 (v x€ XZ). 
转 别 取 x= yi 一 yo， 由 (2,3,16) 即 得 Z, = zo. 
(2) 是 满 射 。 先 证 RCA) 是 团 的 , 事实 上 ，YwEeR(4)， 
Ju € (=1,2,…)， 使 得 
w= lim Au, (2.3.19) 


H (2,3,16), Slvnrp -Yn S]a nsp- Un, Un, Í p = Un) | 
= Ko — Un, ACVntp — vn )) | 
<|", rs ull Avnip — Avn (Yn,pEN), 


¿ 1 
即 得 ontp — vnll lAvntp Arno 


( 当 n->00,YPpEN). 
从 而 {vm} 是 基本 列 ， 因 此 WE 2B， 使 得 vw->v*， 大 由 A 的 连 
续 性 和 (2.3.19) 得 WW=Av*， 即 wERCA), 于 是 R(A) 闭 。 
再 证 RCA4)+ = {90}， 价 车 wERKCA)*， 则 
Gu,Au) = 0 (YEP), | 
HJ a(w, v) = 0(Vu€ 2). 特别 取 v=w， 理 利用 假设 (2.3.16) 有 
dlwl?s<|aCw,w)| =0， 
即 得 双 =0。 由 此 可 见 4 是 满 射 的 。 
(3) 再 利用 Banach APEM, AEZ). AA 
ó|x|2<=|a(x,x)| = |Cx,Ax)| Sl 14xl， 
所 以 引 xj 志 上 AxlCYVxE 名 )， 即 得 (2.3.18). 

2, Lax 等 价 定理 。 在 数值 分 析 中 ， 为 了 求 一 个 方程 的 解 ， 
往往 用 求 一 个 近似 方程 的 解 去 代替 。 例 如 用 差分 方程 或 有 限 元 方 
程 近似 代 赫 微分 方程 。 其 首要 问题 便 是 ， 近 似 方程 的 解 是 否 收敛 
到 原 方程 的 解 ? 若是 ， 则 称 这 近似 格式 具有 收敛 性 。 


MESHERE ATEZ, A) KPZ, I 是 
BE., BEVE, REIECZ, EIF 
Tx=y, (2.3.20) 
首先 我 们 应 当 假 定 ，YJyE Z, 3|xc 名 满足 (2.3.20)。 这 
Wh 应 用 定理 2,3.7, E ATTESI, Z). W EK ZIE 
(2.3.20) 的 近似 方程 ，YnEN,， Ë T.C Z2<X2 , Z), RHE x, C 
Z ,使 得 
Thnxn = v, (2.3.21) 
当然 ， 还 是 要 假定 VyE Y, Il xa € 248 R C2.3.21 + AE 有 
TEZY, P). 
iR Ta 是 工 的 近似 ? EEH v x€ 2, 
ITx -Tx)->0 ( 当 nn->00) (2,3,22) 
这 在 数值 分 析 中 ， 称 为 近似 格式 具有 想 容 性 。 
在 数值 分 析 中 ， 还 有 一 个 重要 的 概念 ， 称 近似 格式 具有 稳定 
性 ， 是 指 3C>0 使 得 . 
IT HC cyneN). (2.3.23 
在 相 容 性 的 前 提 下 ，P.Lax 指出 了 近似 格式 的 收敛 性 与 稳定 
性 是 等 价 的 ， 正 是 有 
定理 2.5.18(Lax 等 价 定理 ) 如 果 (2.3.22) 对 v x€ 2 K 
s WRAT xn 一 x(n->co)， 其 中 xn 与 Yx 分别 是 (2.3.21) 与 
《2.3.20) 的 解 ， 必 须 旦 仅 须 3C>0， 使 得 (2.3.23) 成 立 。 
.证 充分 性 . 由 (2.3.22) 和 (2.3.237， 我 们 得 
[xn 一 和 三 天下 
<T iT- Tax] 
<C|Tfx-T,x|—0 (3 n=), 


必要 性 。YyE 多 ， 仿 xn = T ly, x=T- 'ly, Ü 有 xn->x。 
因此 ， Tay—T ly C n>, V v€ 7). 
HARE, EIT IEA. 
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习 题 

2.3.1 LEBAH, Lor AFER. 映射 ?: 和 一 

经 /如 ,定义 为 
gixə[x] + (v x€ PF), 

其 中 [x] 表 示 含 * 的 商 类 (见习 题 1.4.17)。 求 证 % 是 开 映射 。 

2.3.2 RZ, y Bz lB], Xi J Ée Ux = yv xV v€ ZA 
rEZ, Wp Uc Z(@ , Z). # HE 3m>0, E4 

JUx]2=mlx| (v x€ 2). 

RIE: U W saam UT, j£EH.|UC'[=<1/m. 

2.3.3 jH E Hilbert Æj], Ac g (MH B 3m>0, E14 

1 CAx yo >m] (vx€ H>). 

REJAT EZH). 

2.3.4 设 名 ,9 是 B* 宏 间 ，D 是 名 的 线性 子 空间 并 且 A: 
D> 是 线性 映射 。 求 证; 

G) WRA EHDE, MAERT, 

D 如 果 4 连 续 且 是 闭 算 子 ， 那 末 . 多 完备 草 含 疡 用; 

(3) 如 果 和 4 是 单 射 的 闭 算 子 ， 则 4 :也 是 闲 算 子 

(4) 如 果 允 完备，4 是 单 射 的 闭 算 子 ，RCA) 在 ZY 中 稠 mf 
B. 4 连续 ， 那 末 R(A)= Z. 

2.3.5 用 等 价 范 数 定理 证 明 (CL0,1], 小 DR Æ BZ i 
其 中 hh =f O ladecv ECT 1D. 


2.3.6 (Tensqaun | 222 Æ BRE, p >R HE 
G) POE (Vx€ 2); 

《2) px) =Ap(x) (V 22>0,V x€ Z); 

(3) PrI EP HPO) (V xi,x;€ 2); 

(4) H xax HF, lim p(x,) pG), 


n 一 co 


求证 ， 3M>2>0, Æ pM] (V x€ Z), 


2.3.7 设 名 和 2 是 B 宏 Bj, Arer, Gn =1,2,.D, 
LI VLEZ, {An EIP A. KIE: JAEL, Z) E 
得 

Ans > Ax YEZ), ERIA SmI |Anl, 
2,3,8 iZ1<p<cojF B1/p+ 119=1。 如 果 序 列 {ax} 使 得 对 


Vx= {tr} el is Ya E kat, R E (a) el. X # f: x 
Xat RE f 作为 1? 上 的 线性 泛 丽 ， 有 
MI 人 (Ze 
2.3.9 WREIK EV EEL, 保证 oxts 收 


敛 ， 求 证 {ck} El*。 X # SiD arteo ALT E A i tE i£ 


H. KIE: 
1] = suploxl, 


2.3.10 用 Fensdasa 引 理 证 明 共 鸣 定 理 ， 

2.3.11 设 2 ,多 是 刁 窗 间 ，4E Z(2°, E 3 3 09. 求 
证 ， 如 果 在 .& 中 yyo， 则 3 了 3C>0 H lnx í(Ë # Ax, = yn， 
Hlxnl<Clynl. 

2.3.12 设 名 ,YZ 是 了 空间 ,了 是 闭 线性 算 子 ，D(T)C2， 
ROOTDCY ,NT)A{xE 2 |Tx = 0), 

(1) 求证 ，N(7) 是 多 的 闲 线 性 子 空间 ; 

〈2) 求证 : NCT) = {0}，R(T) 在 乡 中 闭 的 充分 旦 必要 条 件 
是 3a>0， 使 得 

|x <a|T<| (v x€ DÇ); 
(3) 如 果 用 dCx,N(T)) 表 示 点 xE 2° 到 集合 NCT) 的 距离 
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Cinf 1z -xl。 求 证 ，R(T7) 在 多 中 闲 的 充分 且 必 要 条 件 是 3 了 4 
r€ NCT 


>0, (E44 
d(x,N(T))<a|T'x| (v x€ D(T>). 

2,3,13 ig a(x, y) Hilbert æ] H Eg — 4 330 NER EE 
Éq; 满足 ， 

GQ) 习 M>0, 使 得 |1aGx |< M|[x<x||s| Cvs, y EH); 

(2) 3ô>0, tE la, l (v <€ H>, 
求证 ， v/eH*, 3| y € H , 848 

alx, y) = f Gx) (vx€H>, 

而 且 yf 连续 地 依 顿 于 f. 

2.3.14 设 Q 是 及 ?中 边界 光滑 的 有 界 开 区 域 , 9: QR 
界 可 测 并 满足 <U JELC). WE 

aG, | (yu * yv +auvjdxdy (Vu, € H1!(Q5); 


Foy A| fvdrdy (vvEL:(0)). 


RE: Ilu EHO E 
a(u,v) = FC) (vv€ H1(Q)). 


$4 Hahn-Banach 定理 


给 定 无 穷 维 线性 赋 范 空间 多 , 问 ， 是 否 存 在 不 恒 等 于 0 的 连 
续 线 性 泛 画 9? 更 进一步 问 ， 是 否 有 “足够 多 ”的 连续 线性 泛 画 ? 
所 谓 是 通 多 ， 是 指 多 到 足以 用 来 分 辨 不 同 元 的 程度 ， 即 当 xx, 
(X1,Xz 所 2) 时 ， 必 有 人 上 的 一 个 连续 线性 泛 画 1(，)， 使 得 
jxD 尖 jxa)。 本 节 从 线性 泛 画 的 延 拓 人手 解决 这 个 问题 。 有 趣 
的 是 ， 从 几何 上 看 ， 这 个 线性 证 画 的 延 拓 性 质 表 现 为 凸 集 的 分 离 
ER. 而 这 个 分 离 人 性 质 又 是 研究 与 凸 集 有 关 的 Banach 空 间 几 何 
学 的 基本 出 发 点 ， 
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本 节 介 绍 的 Hahn-Banach 定理 是 泛 汞 分析 的 最 基 本 定理 之 
一 。 无 论 在 纯粹 数学 中 ， 还 是 在 应 用 数学 中 ， 它 都 有 广泛 的 应 
用 。 
4.1 RE i hgt da E 
回顾 命题 1.5,10， 复 线性 空间 多 上， 只 杰 含 有 一 个 均 稀 吸 
收 凸 集 ， 由 它 便 可 决定 这 空间 上 的 一 个 由 模 PCx)， 我 们 试看 从 
它 能 否 产生 多 上 的 一 个 非 0 的 连续 线性 泛 画 ,， 设 x, € 2 ,使 PCx0) 
天 0。 如 果 我 们 规定 ， 
Po {AxolAE K), /Cixo) 人 ip(Go (v AC K). 
WR fo 就 是 允 ,o 上 的 一 个 非 0 线性 泛 画 ， 满 足 有 界 性 条 件 : 
|o Ax | <l ApC) | = plixa) (CY4ERK). 
REMANER E ÉE BE SE k EE Z EE Tn pk: 整个 空间 多 上 
的 连续 线性 泛 画 ， 问 题 就 解决 了 。 下 面 要 证 明 的 Hahn-Banach 定 
理 正 是 保证 这 种 延 拓 的 可 能 性 ， 不 过 为 了 多 方面 的 应 用 ， 提 法 上 
稍为 一 般 些 。 
定理 2.4.1( 实 Hahn-Banach 定理 ) 设 多 是 实 线性 空间 ， 
是 定义 在 名 上 的 次 线性 活 画 ， 和 "是 多 的 实 线性 子 空 间 ， 记 是 
P o EHKI MEIE HEE FG) < (x (Vx € 2), 3 K @ L 
必 有 一 个 实 线性 泛 画 / ， 满 足 ， 
A) f(x) 志 p(X)CY x€ 2) (SE p E| 28 FE); 
Q) f(x) = f G) ( V x € ZPN GERRI. 
证 VEZAN Zo WZA {xta LEZ ER). 首 
先 ， 将 fo 26 B 3327, , D BE q a H E AS , 那 末 
fiGe+ Qy) =s fo) rafi(y) (Vx€ ZO VERD. 
(2.4.1) 
可 见 问题 只 在 于 决定 SOUDE., BRER i 满足 受 p 控 制 条 
件 ， 所 以 
fiGe+ Ay KPC ayo) (VXER0, VIE RD),. (2.4.2) 
不 等 号 两 边 同 除 以 [2| 推 出 它 等 价 于 


108 


fiCyo— 2) <p (go — 2) (Vz€ Zo), 
fiC- yot YSPC- JO t 3) (Vry€ 2), 
或 f iG) —- p( — yot J) f, (go) fÉ (2) +P- 2) 
(Vy,2E Zo). 
于 是 为 了 能 取 到 适合 (2.4.2) 的 f(y0) 必 须 且 仅 须 ; 
pap (F0) =pl yot YS inf (G) + pG 2). 
(2.4.3) 
然而 (2.4.3) 是 可 以 保证 成 立 的。 这 是 因为 ， 对 Vy,xE 2，， 
Foly) — folz) = foly — 2) 
KPY- Z) KPY- Y) + p(yo— 2). 
所 以 Foly) -p( Yot YS C+ pP) (VY, ZEP). 
(2.4.4) 
TRO. 4 DAE. 3, MERRE 1(y0) 为 (2.4.3) 两 端的 
HAE, REI IRC.. DI H f EZ E AIE H F 
(2,4,3) Rm k bA ARS, FER EE UO RE J 不 唯一 ， 因 
此 这 种 延 拓也 不 一 定 唯一 。 
剩 下 的 问题 是 怎样 把 fo 逐步 延 拓 到 整个 多 上去， 这 需要 用 
Zorn 引 理 1.6.20。 合 
POLOP, 
VLE Ro x) =f); pe 


ral 
V x€ P >f (x)<p(x) 


在 .多 中 引 大 序 关 系 如 下 ， CE aofa DLP ao f a D EHR 
@& x C 2 ao R. f. G) = f a (x) VLEZ a). 


于 是 8 成 为 牛 序 集 ， 又 设 闪 是 多 中 的 任 一 个 全 序 子 集 ， 今 


及 ， FuN Sa) (Vx€ Z 2, (Paf C€ M), 
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由 于 M 是 全 序 子 集 ， 容 易 验 证 Zu ETHET ATER, H 
fu 在 Pu 上 是 唯一 确定 的 ， 满 足 fx (Xx) Sp. TA (Uu fu) 
E 弥 着 且 是 邓 的 一 个 上 界 , 依 Zorn 引 理 . 多 本 身 存 在 极 大 元 ,不 妨 
WLA afaa 

最 后 ， 我 们 来 证 明 Z =. MEER, METRA, WA 
根据 第 一 段 的 证 明 ， 可 以 构造 出 


(2, Í ) EF, WERZA 但 是 名 4 天 224。 


从 而 KAY ZEA 但 是 (Pf) AP). 这 与 
(多 4,j) 的 极 大 性 矛盾 。 因 此 ， 多 4 三 多 。 于 是 所 求 的 了 取 为 六 
即 可 。 | 

对 于 复 的 线性 空间 ， 由 于 复数 不 能 比较 大 小 ， 相 应 的 延 拓 定 
理 必须 作 某 些 修改 

定理 2.4.2( 复 Hahn-Banach 定 理 ) 谈 多 是 复线 性 空间 ，p 是 
和 上 的 什 模 。 避 "是 多 的 线性 子 空 间 ， 上 凡是 杂 o 上 的 线性 活 画 ， 工 
满足 |fo(x) | 志 p (x)，YV XE 2o， 那 末 绢 上 必 有 一 个 线性 泛 画 f 
满足 ， 

(1) IOl (Vx€ 2); 

(2) /fG@)=/f G (VxE 2). 

证 ”把 多 看 成 实 线性 空间 ， 相 应 把 27 h 8 K R: SE E pk 2 
间 ， 今 

go (x) 人 Refo (x) (VLE Zo), 

便 有 OSP (Vx€ 2), 从 而 根据 定理 2.4.1， 必 有 人 上 
的 实 线性 泛 画 9 ， 使 得 


9 (x) 二 go(x) (Vx€ Zo), (2.4.5) 
且 g (x) <p (x) (VxXE 2). (2.4.6) 
HE a f(x)Ag(x) -ig(lix) (YLEP). (2.4.7) 


那 末 依 2.4.5)， 我 们 有 
f (x) = go (x) — ig, (ix) | 
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一 Refo(xz) +iImjo(x) = fÚ (x) (VXE Z); 
x f Gx) =g (ix) —ig(— x) 
=i[g (x) ~ ig (ix) ]J=if (x) (YLE P). 
从 而 了 也 是 复 齐 性 的 ， 剩 下 还 要 说 明 在 ZE, |S] p) EE 
制 ， 若 f(x) 二 0， 这 是 显然 的 。 若 1 (x) 关 0， 合 
GAargf (x), 
那 未 依 (2.4.6)， 我 们 有 
|fG@y|=e-i6 f (x) =f (e-i? x) 
=g(e i? x) <p (ei? x) —p(x) (Vx€ Z). 
其 中 第 三 个 等 号 是 因为 正 数 帮 ex) = |f (x) | 的 刹 部 为 0。 
综 上 所 得 ， 结 合 命题 1.5.10 便 可 推出 
定理 2.4.5 为 了 复线 性 空间 多 上 在 少 有 一 个 非 老 线性 泛 
砂 ， 只 要 有 多 中 含有 某 一 个 均衡 吸收 凸 集 。 
在 呈 * 空 间 上 上 ，Hahn-Banach 延 拓 定 理 具 有 下 列 更 特殊 的 形式 
和 应 用 。 
定理 2.4.4(Hahn-Banach) 设 名 是 B* RE, 2? Eri 
性 子 空间 ，fo 是 定义 在 多 。 上 的 有 界线 性 活 画 ， 则 在 多 上 必 有 有 
界线 性 泛 画 f 满足 : 
(1) 了 f(x) 二 fo(x) (VLEZ) CEWRI); 
(2) IFIS 《〈 保 范 条 件 )， 
其 中 ol 表示 fo EZ. LEE. 
注 BFAD, (2) 两 个 条 件 ， 通 常 称 f 为 fo 的 保 范 延 
m. 
证 EPEE A] olli WER? (x) 28 2° EER, 
从 而 根据 定理 2.4.3， 必 存在 多 上 的 线性 泛 画 f G), WE 
f(x) = f G) (V x€ Zo), 《2.4.8) 
及 [fCx) o= | Folol] (v x€ 2). (2.4.9) 
按 泛 画 范 数 的 定义 ，(2.4.9) 蕴 含 1f| 志 |folo， 又 由 (2.4.8)， 显 
BRA Ils i. AES Aolo 
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推论 2.4.5 每 个 B*+ 空 间 必 有 足够 多 的 连续 线性 泛 画 ， 
证 任 给 x,,x, € 2, H EX 则 x Q x, — x,Z=0, Ar 
2 (Ax |A€ C), #Ffr22 kaE 
JoC4xo) = A] xo] (VY4EC)。 
那 末 foCxo) 二 xof 且 1folo 二 1， 依 定理 2.4.4， 存 在 多 上 的 连续 线 
EZE 上， 使 得 
F) = fo) = {xols IAS Iob = L. 
人 上 的 这 个 非 0 RAEE f ， 可 以 分 辨 x1,x,。， 事 实 上 ， 
f Cx) - fx)=f Cr E. | 
这 里 我 们 实际 上 证 明了 如 下 
推论 2.4.6 设 2 是 B* 宏 间 ，Y XE ZN 从 ， 必 1E 如 GE* 使 
得 
f (xo) = |x; l; 且 | /三 1。 
注 本 推论 给 出 判别 B* 空间 需 元 的 一 种 方法 ， 为 了 xo 一 9， 
必须 且 仅 须 YfE 名 * 草 售 f(xo) 一 0。 | 
回顾 在 Hilbert 空间 妃 由 ， 对 任意 的 线性 连续 活 夯 上 ，37《 


H, 143 
IŒ) = G, g) (v x€H), 


车 记 必 会 {x|f(Cx) 二 0}， 那 末 对 Y x € H# 
f(x) = Co, y) = (xo — Puxo,y). 

其 中 Pwxo 表 示 xo 在 M 上 的 投影 ， 从 而 

IIED < |x — Puxollyl= isloM, (2.4.10) 
在 一 般 的 B* Ee RoE MA inf| xo- yl, (2.4.10) 仍然 
RE. EKRE, VEN, RYLEZ, TPR ELI EM 
使 得 

plxo, MEplxo, x, LOE M) + L, 

因此 ， |f/G@)|= fGx, EE 


112 


<Ire M+). 
全 nh->co， 即 得 (2 .4.10)。 
现在 提 一 个 问题 ， 在 B* 宏 间 如上， 给 定子 空间 人 对 及 zx 
€ #NM, got afc 2B*， 使 得 f EMEA 0, FE 2.4.10) 
的 等 号 成 立 ? 这 导致 如 下 
定理 2.4.7 EZE B* ze B], MEZHER. # 
VEF, H 
dAplxo, M) >03; 
JI A 3 f € 2* 适 合 条 件 ， 
GI) f(x)=0 (XVx€ M); 
(2) f(x = 4; 
(3) |/|=1. 
证 考虑 22 (x=x' Taxolx € M, a€EK}, Vx€ 2 
定义 
folx) =d, 
TR, JERA), (2). KE x 二 Xx/ +oaxo(x € M, az20), WJ 
IfoCx)|=|ald= 1alp(xo, M) 


x 
<io e| 


=x + axo; |= <l, 


因此 |/j|=<1. tk Hahn-Banach 88 2.4.4, 将 fo 保 范 延 拓 为 
fE9， 便 有 If 满足 (1),(2) 及 1 有 寺 1。 又 因为 f€ 2*, HWER 
件 (2)， 所 以 由 (2.4.10) 便 得 上 fi 二 1， 于 是 (3) 成 立 ， 

推论 2.4.8 设 儿 是 B+ 空间 台 的 一 个 子 集 ， 又 设 Xo 是 多 中 的 
任 一 个 非 零 元 素 。 那 末 

x, C spanM, 
其 充分 且 必 要 条 件 是 ， 对 Y JE 2 *, 
f(x)=0 (YYEM) 字 jxo) 王 0。 


证 “必要 性 是 显然 的 。 下 面 用 反 证 法 证 充分 性 。 M x € 
spanM, RK 
d 人 p(xo, spanM) >0, 
因此 ， 依 定理 2.4.7，fE2B*， 使 得 fx) 二 0CVYxEM)， 大 且 
f (xo) 二 4 汪 0， 但 按 充 分 性 假定 ， 对 此 了 应 有 f(xo) 二 0， 便 引出 
矛盾 。 
特例 j M= (x,, xx, xn s), BJ, Æ 2 BË JH JE Im 
D oixi 的 线性 组 合 的 序列 极限 去 逼近 给 定 的 元 素 *o? 本 推论 给 
i=] 
出 了 这 种 逼近 存在 的 一 个 充分 且 必 要 条 件 ， 对 所 有 的 在 所 ，xa， 
… ,xn 上 为 0 的 线性 连续 泛 夯 了 都 有 /zxo) 一 0。 
4.2 几何 形式 了 凸 集 分 部 定理 
平面 上 两 个 互 不 相交 的 四 集 4 与 B ,Ar1B = 好 ,有 一 条 重要 的 
几何 性 质 ， 存 在 一 条 直 
; 1238 AB, M 
在 直线 上 使 4 与 日 各 在 
1 的 一 侧 ( 请 参看 图 
2.4.1). 
在 一 般 的 线性 空间 
台中， 这 条 几何 性 质 
图 2.4.1 有 没有 相应 的 推广 呢 ? 
下 面 就 来 讨论 这 个 问题 ， 为 简单 起 见 ， 今 后 我 们 总 假定 2 是 实 
的 ， 居 上 的 线性 证 西 也 取 实 值 。 
在 多 上 相应 于 平面 上 过 原点 的 直线 的 概念 是 极 大 线性 子 窗 
间 的 概念 . 
定义 2,4.9 在 线性 窄 间 和 中 ， 的 线性 子 空 间 M 称 为 是 极 
大 的 ， 如 果 对 于 任何 一 个 以 M 为 其 子 集 的 线性 子 空 间 M, 必 有 
M = 2, 
命题 2.4.10 M EJ K5SPET-2E B] uE 2y B 2 3 EF, M 
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是 线性 真子 空间 ， 并且 Vw € ANMA 
P = (¿Lx AERDOM,. 

证 ”必要 性 是 显然 的 。 为 了 证 充分 性 ， 设 M, 是 IMIRT 
集 的 线性 子 窒 间 ， WK 3xoE MAM, 于 是 有 AxoE M, (v ¿€ 
RÐ, RMCM, Mm 

Z = (Ax |AC R')pMC M,, 

即 得 多 = Mi。 于 是 M 是 极 大 线性 子 空间 , 

定义 2.4.11 允 的 极 大 线性 子 空间 M，、 对 向 量 %, 《如 的 平 


移 ， 
LAxo+M 


称 为 极 大 线性 流 形 ， 或 简称 超 平 面 。 
汪 ， 超 平面 是 平面 上 一 般 直 线 和 概念 的 推广 .平面 上 的 直线 1 
可 以 通过 线性 画 数 表示 ， 
l={x=(č,n)lač +bn=C} 
388218] L. R t EKAR, ERER ERE) 
BAE FE.B9 3220 EF REZA, MRKA 
H; Areg |fG) =r} CER?) 
必 是 一 个 ( 闭 ) 超 平面 ， 这 是 因为 H? PARRET, X vx 
€ H°, VLEZ A 
f(x) 
f(x.) 
AmA BERR. BT S ÆJ OM EZ, ESCE, 
B FERE, TRIG =7， 今 对 任意 xE 刀 17， 因为 
jx 一 xo) = f (x) — f (x) = 0; 
所 以 zx- x € H) ,这 证 明了 万 ?= xo+ 万 ?是 一 个 超 平 面 。 又 若 f 是 
EE HIH; PEAR PHS, 
反 过 来 ， 若 工 是 ( 闲 ) 超 平面 ， 可 设 地 = x, + M , J: rh M R ( B] 
极 天 线性 子 空间 ，xoE 多 NM。 这 时 YxEe 人 各 可 表 成 
X=Axot+y GER! yeEM) . 


x= x+ HY, 


的 形式 。 再 定义 线性 泛 画 1: 人 一 民 ’ 
JODS xtA AER', yEM), 

显然 了 为 各 上 的 线性 泛 画 满足 ， MM 二 HH} 以 及 f(x0) 二 1。 因 此 
L=H}, 车工 闲 ， 从 而 有} H WR f 还 是 连续 的 (见习 题 2.1.7 
(32), 

定理 2.4.12 为 了 L 是 线性 (8 空间 名 上 的 一 个 ( 闭 ) 超 平面 ， 
必须 且 仅 须 存在 非 零 ( 连 续 ) 线 性 泛 商 j 及 +r ER, ELH. | 

所 谓 超 平 面 工 = 五 ?使 一 个 集合 己 在 它 的 一 侧 ， 用 线性 泛 画 来 
描写 就 是 ， 


yrLeESI <r (sr), 
定义 2.4.135 所 谓 超 平面 工 一 五? 分 离 集合 己 与 上 ， 是 指 ; 
VYxEE 之 xz) <r Gk r), 
v x€ F2>f(x)=r(s#ë=çr), 
如 果 在 上 面 两 个 式 子 中 ， 分 别 用 “< SRE a< r>, 3 
末 就 说 且 ; 严 格 分 离 E 与 F， 
现在 来 讨论 如 何 用 超 平面 分 离 两 个 互 不 相交 的 凸 集 ， 以 此 作 
为 了 ahn-Banach 定 理 的 应 用 。 设 多 是 B* 空间 ， 傅 定理 1.5.11， 
如 果 王 是 多 的 以 0 为 内 点 的 里 四 子 集 ， 那 么 它 的 Minkowski ¿Z i 
nx) 便 是 一 个 非 雳 的 连续 次 线性 泛 画 ， 满 足 
v x€ E>pGO) <1. (2.4.11) 
如 果 还 存在 一 点 Xo 估 \E, 则 由 p(z) 的 定义 和 匹 是 以 6 为 内 点 的 
止 集 可 以 推出 p(xo)? 关 1。 下 面 我 们 证 明 存在 超 平面 H; 288 E 3; 
Xo 为 此 寻求 线性 泛 范 /。 先 在 一 维 线性 空间 
22 124x4|4 € R') 
上 定义 f Qx ) S Ap(x.) (YVER). 
显然 fo 是 Zo HIRTZ, WE 
FoS) = f  Qx) = ÀAp(xo) 
<P (4x) = p(x) (V x€ £ 
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根据 实 形式 Hahn-Banach 定理 2.2.2， 必 存在 22 上 的 线性 泛 画 
JG), Wie 
f (x0) =fo(x0)—p(X0) 1, (2.4.12) 
f (x) < plx) (v x€ 2). (2.4.13) 
联合 (2.4.11) 5.4.1 SJOS VEE., T H; 便 是 
DEE Ex; pT. EER A EE 
定理 2.4.14(Hahn-Banach 定 理 的 几何 形式 ) 设 下 是 实 B* Z= 
问 ,有 -上 以 6 为 内 点 的 真 止 子 集 , 又 设 xocE, 则 必 存 在 一 个 超 平面 
Hiyygx 5 E, 
注 1 因为 只 要 通过 适当 平移 ， 总 可 以 把 任 一 点 变 为 0 点 ， 
所 以 本 定理 对 含有 任意 内 点 的 芙 凸 子 集 仍 成 立 ， 但 对 于 无 穷 维 空 
ag, E 有 内 点 这 一 条 是 不 能 省 略 的 。 
注 2 可 以 证 明定 理 中 存在 的 超 平面 工 全 万 ;还 是 闭 的 。 这 只 
要 证 明 相应 的 了 还 是 连续 的 。 事 实 上， 由 (2.4.13) 推 出 
IF| smax(p(x),p(-x)) (VEP), 
因此 ，p (Cx) 的 连续 性 蕴含 f EO 点 连续 。 又 因为 了 是 线性 的 ， 所 
以 了 在 整个 多 上 连续 。 | 
下 面 我 们 转向 考虑 两 个 凸 集 的 分 离 问 题 。 为 此 ， 想 办 法 把 它 
转化 为 一 个 凸 集 与 其 外 一 点 的 分 离 问 题 。 在 呈 空间 多 中 ， 若 
,EE; 是 两 个 互 不 相交 的 三 集 ，E, 是 有 办 点 的 ， 那 末 容 易 推 知 集 
合 
EA E + (- 1)ËE, 
tp EEk, HEAR. Ih OEE. ERE, fà 
若 不 然 ， 则 3xEE，xzEEs， 使 得 x ~ Xs 二 9。 从 而 
x =x,€ E, NE, 
wk E NE= SFH. 
根据 几何 形式 的 Hahn-Banach 2382. 4.14, f8#E D18218 H; 
Am E30, 2A65lER E 
fG@)<r (VxEE); fO) >r, 
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从 而 f(x) 二 0(VxEE)， 即 有 fGy-z)<0(vy6€ E,,v ze E,., 
再 由 f 的 线性 便 得 
JG) SH) (VyEE, V2EE,). 
因此 ，3sER:， 使 得 
sup J (y) <s< inf f (z), 
YEE, zë B, 


于 是 日 } QKE ME HHR AT mH; 也 是 闭 的 。 总 结 起 来 有 
定理 2.4.15 i E, F E, Æ B* 宏 间 中 两 个 互 不 相交 的 非 空 
Wi, REAS BRISER RIRH EEH So ERE 
248 Hi yy Bs E ME, MAE PETIERE E Ba 
f, fia 
TOSS (Vv<x€E,); Ios (VXEE,)., 
ig 条 件 QE: = STARE É NE= ZZ, KENA E, 
AHAA, MAEAEA S., MAM $P sa Rh dg. HÉ E, 应 
用 本 定理 结论 得 到 分 离 它们 的 团 超 平 面 H}， 不 妨 设 就 是 
f(x) Es (VXEBI); (2.4.14) 
IOs (VEE. (2.4.15) 
由 了 的 连续 性 ，(2.4.14) 可 以 加 强 为 
jx)<s (vxreRk). 
XÈ: = 万.( 见 习题 1.5.1C2))， 即 得 
(x) <s (YXxEE,). (2.4.16) 
联合 (2.4.15) 与 (2.4.16)， 就 是 五 ZEE, ME 
推论 2.4.16(Ascoli 定 理 ) 设 已 是 实 8* 空 间 .2 中 的 闲 凸 集 ， 
则 Yrxo€ ZNE, IERA” Kac R, 适合 


JG) <a< f (xo) (vx€E), (2.4.17) 
证 因为 xoE NE 及 一 是 闭 集 ， 所 以 38>0， 使 得 
BC NT NE, 


而 B(x ,6) k S Pq a By HdE, H EF BC, MAEM 2.4.15, 
EIRAS, ES 
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sup JOOS inf ; f G). (2.4.18) 
sepE x zo 1 


进一步 可 以 证 明 


inf f(y) < fx. (2.4.19) 
BS Btz o 6) 
WERE, f3602_4.19) 45 r, JH K 
f (w) > f (x) (vyEB(xo,6))., (2.4.20) 


这 雪 明 f(xo) 是 fC 办 在 B(xo,6) 中 的 极 小 值 ， 这 与 f ERREF 
后 (参看 习题 2,1.9)。 于 是 (2.4.19) 成 立 。 任 取 (2.4.19) 两 端的 
中 间 和 镇 xcE 慌 :， 关 出 (2.4.18) 即 得 (2.4.17)。 
推论 2.4.17(Mazur 定 理 ) 设 己 是 B* 空 间 多 上 的 一 个 有 内 点 
的 同 集 ，F 是 名 上 的 一 个 线性 流 形 ， 又 设 户 人 FF = Z, 那 末 存在 
AEE F AMREF L, E E t LM. 
证 iF = x +Z, JBrhx € 22, @, A @ BJ FET Z= [8]. 
由 定理 2.4.15， 存 在 HF yy E Hy F, BI 
IST, Ft Zr. 2.4.21) 
rAr- f(x), EA SOS (v x€ 222). X. H f ERER, 
及 人 ,是 线性 子 空间 容易 推出 
f(x)=0 (V x€ Zo). 
mA 22 Hy, M m FC x +H? = H$, R: Rs f(x), 再 由 
C2.4.21) 推 出 (CE) 之 3， 于 是 会 有 H} 便 为 所 求 。 
注 “上述 结论 换 和 名 话说 就 是 ， 存 在 多 上 的 正 堆 线性 连续 省 画 
f KseR!, ER 
JGD=Ss(Vx€ Ey f=s(yxEF). | 
下 面 我 们 来 推广 平面 上 直线 和 圆 的 骨 切 概念 。 
定义 2.4.18 FEL =H RAEE E EA 的 承 托 超 平 
面 ， 是 指 £ 在 上 的 一 侧 , 且 与 L 有 公共 点 x,。 换 甸 话 说 
JOST =f) (YYEE) 或 f(x)r=fx0) (VxEE)., 
例 2.4.19 设 多 是 有 7 空间 ,已 = (x€ 2 llles} elr, 
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那么 EE 在 x*。 有 一 个 承 托 超 平面 . 
证 根据 推论 2.4.6, 3]fE 2* ,使 得 1 Cx0o) = xl, Ifl = 1. 
于 是 日; EE E fÉ x, 的 承 托 超 平面 ， 这 是 因为 
FÆLI Sr =a CVxEE),. | 
更 一 般 地 ， 我 们 有 
定理 2.4.20 EER B* 空间 中 含有 内 点 的 闭 凸 集 , 那 末 通 
过 五 的 每 个 边界 点 都 可 以 作出 五 的 一 个 承 托 超 平面 ， 
证 VxoEE\B, 例 F 企 {xo}。 依 推论 2.4.14 的 注 ,3fj€ 妈 * 
\{0} 及 sE Ri， 使 得 
fGx)<s=/f(x) (VxXEE). 
TH Bi 8: E fE x, 的 承 托 超 平面 ， 
4.3 应 用 
1. 抽象 可 微 画 数 的 中 值 定理 。 设 .多 是 B*+ 空 间 ，j 太 (Ca , 轨 -> 
多 是 做 数值 变数 t 的 抽象 画 数 。 如 果 t E (a,b)， 在 多 中 存在 极 
R 


fG + At - fb 
At , 


lim 
4 一 0 
那 末 就 定义 此 极限 为 了 在 t 点 的 微 商 。 记 为 f(t)。 RETEG, 
DARAH. Eir S E a,b) 内 可 微 ， 如 下 中 值 定理 是 抽象 
可 微 画 数 的 重要 性 质 之 一 ，。 
定理 2.4.21 RIRE J:a, b ZEC, b) 内 可 微 ， 那 
Atv t t €e a,b), 3060,1), E45 
IIG) -FADIS Ota + (1 —0t)]1]6 tii. (2.4.22) 
证 由 Hahn-Banach Œ 理 的 推论 2.4.6， 了 办 E_Y*， 使 得 
上 = 1L， 了 且 
< -SED S= E- fEl (2.4.23) 
合 8900) = <y*, JO +n(1,-1))2>, WE oÆ fÉ 0,1] 上 连 
k, EO, DARHA ER H. 
Pn) = F Att) S-L), 
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对 2(I) 应 用 微分 中 值 公式 ， 即 得 
2(1) — e@(0) =p (8) 
=<wy*, f' G, + 0(t, — 1)) (t, - 1)2>, (2.4.24) 
Jtrh0<0<1. 联合 (2.4.23) 与 (2.4.24) 便 得 
|/G,) - f£Gt,)] =) -000) 
<Jy* iS G +0G,- tllt- tils 
即 得 (2.4.22) 。 
2. 目 规 划 问 题 的 Lagrange 乘 子 。 数 学 规划 的 理论 建立 在 旺 
集 分 离 定理 的 基础 之 上 . 现在 我 们 通过 下 述 Kuhn-Tucker 定理 ， 
介绍 凸 集 分 璃 定理 是 怎 伴 使 用 的 。 
定义 2,4.22 设 多 是 一 个 线性 空间 ，CC 儿 是 一 个 止 集 。 称 
f:C— R! — A ie B, AFi f 满足 : 
faxt (1 — A) EEA) + (1 — 4) (g) 
(Vx,v€C,V2A6€(0,1)). 


注 这 个 定义 可 以 等 价 地 表达 为 ， 上方 图 
epiCf) A{Cx,) € CxR''|fGD <t; 
是 Cx RR! 中 的 是 集 . 
山 规 划 问 题 (P) 是 指 ， 给 定 古 集 C 上 的 山 画 数 f，91,92,"…? 
gn， 求 x € C, HE, 
9; (xÁ) << 0 (1=1,2,. ,7); 
且 {OY mat Eo, gi(x)<0G =1,2,*,n)}. (2.4.25) 
其 中 条 件 gz) 委 0(G = 1,2,… ,7n) 称 为 约束 。 在 多 元 微分 学 中 ， 
我 们 知道 往往 可 以 借助 于 Lagrange 乘 子 法 ， 把 带 约 束 的 极 值 问题 
化 归 为 无 约束 的 极 值 问题 。 现 在 我 们 也 希望 这 样 做 。 寻求 条 件 来 
MEC nt ADER”, E: x SF] CP M 


f xo) + >, O = minf f(x) + ` Shag: CoOlxcC |] 


(2.4.26) 
这 就 通过 Lagrange R FPCA, A, 1, D12038 2 MM est iw u 


121 


数 中 去 。 考 察 等 式 (2.4.26)， 它 等 价 于 不 等 式 组 


f(x.) + > A g (x< f(x) + > Aigi (YXEC), 
(2.4.27) 
为 了 寻求 (2 ,和 ,和 )， 我 们 宁可 多 引进 一 个 参数 Ao MAE 
较 弱 的 一 组 不 等 式 : 
ÀG) + > 4 9 (xo) 2 f(x) + > X gi €x) (VxEC). 


i-1 i=l 


(2.4.28) 
如 果 能 证 明和 >>0， 它 就 等 价 于 (2 .4.27)。 
寻求 非 坟 的 (4 和 4)E 及 "在 几何 上 相当 于 在 及 "7 
上 找 一 个 超 平 面 ， 而 不 等 式 组 (2.4.28) 则 就 是 这 个 超 平 面 分 离 集 
y. 


tS f (x); 
EG, DER" ) 
t, <0 (1=1,2,.,7) 
13xEC， 使 得 
与 F Ó Costi; tn) ER t>f (x)， #t R. 
i Z= g (x) G=1,2,* n) 
的 结果 。 因 为 1,91,… ,9n 都 是 凸 夯 数 , 易 证 了 上 是 了 :中 的 一 个 凸 
集 ， 而 上 显然 是 一 个 有 内 点 的 是 集 ， 基 内 点 侈 体 是 
N t< f Co); : 
Ë= {Coti, ,tn) € R*+? ). 
t, —<0 GIal,2, R) 
H Fx E BJ BIC P) BE, PRELEO F< Z, 现 华 应 用 定理 2,4.15 的 
注 ， 便 得 到 


Aof (xo) + > Aigi (x) ENF xX) + Eo) + > 4; (g, (x) +) 


i-l i=l 
(YXEC, VER0G=0,1,,n)). (2.4.29) 
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由 此 可 见 和 宕 0CGi=0,1,"…,n)， 并 且 (2.4.28) 成 立 ， 此 外 还 有 ， 

Aigix) =0 (i=1,2,.,n), (2.4.30) 
这 表明 ， 使 9i(x0o) 二 0 的 指标 i 对 应 的 约束 在 此 实际 上 不 起 作用 。 
为 了 证 明 ，(2.4.30)， 一 方面 ， 由 分 离 定理 ， 


À, f Cx0) Aof CGxo) + > Aigi (xo), 


i=) 
因此 ， DEREDEN 
i=l 
另 一 方面 ， 由 假设 gi(xzo <0, DAR 208 B.G2.4.30) 成 立 ， 
以 下 我 们 确定 使 4o>>0 的 条 件 。 
引 理 2.4.25 考 了 2EC 满 足 ， 
g; (£)—<0 (t=1,2, n), (2.4.31) 
则 4 >0。 
证 ”用 反 证 法 。 俏 车 不 然 ，ho = 0。 由 (2.4.29)，(2.4.30) 
便 有 
0< > 1 g G). (2.4.32) 
i=] 
因为 (2 4 An), 以 CÀ Me 4,)380(0,0,=.,0), x 
À 20G=1,2,_ ny, ZC. 4.31 184 
> ig) <0, 
这 与 (2.4.32) 了 矛盾 。 | 
总 结 以 上 记述 ， 我 们 得 到 下 列 
定理 2.4.24 (Kuhn-Tucker) 设 多 是 一 个 线性 空间 ，C 是 
多 的 一 个 三 子 集 。 双 设 了 ,91,… ga EC EBREA, MKE 
2.4.23 的 假设 下 ， 车 6 是 问题 CP) 的 解 ， 则 必 存 在 实数 A.A... e, 
Vn 产 0 ,适合 


f (x0) = min{ f(x) + > Agi V x€ C V 


i= 1 


以 及 A g (x) = 0 G=1,2, ,7). 

3. WEKA. Banach Æ AZ LA — F hi q 7: 
2 一 RR!， 一 般 来 说 ， 未 必 是 可 微 的 。 然 而 参照 画 数 的 导数 与 这 
画 数 图 形 的 切线 匀 率 之 间 的 关系 ， 我 们 将 利用 是 泛 画 S 的 上 方 图 
epi(C 六 的 承 托 超 平 面 ， 来 推广 导数 的 概念 。 

定义 2.4.25 设 / 和 一 及 ! 是 凸 的 ，YxoE 人 如， 称 集合 

Of DA (x* € 2*|<x* ,x— X> + f(x <J x ( V x € D); 
为 这 画 数 f 在 xo 点 的 次 微分 ，0f (xo) PREE E x* 称 为 了 在 
Xo 点 的 次 梯度 。 

定理 2.4.26 EJA >R ÆG, HE Er 连续 ， 则 
DEEMED- 

证 ”在 空间 名 XR! 上 ， #8 epi 与 单 点 JE (Cxo, 
f(xo))}。 因 为 f 在 xo 点 连续 ， 所 以 epi(f) 有 内 点 (Xo,f Co) + 1)， 
FEE 

{Cxo,f Cx0))) N (epi (yy = 
EAMES BS aE FB, AFEN (x*， Der nR DE epi(/) 与 
{Cxo,f(xo))}。 即 有 
<x* xy tf XELxt ,x HE (V(X,t) epi), (2.4.33) 
MA (rx = Xo 及 t= f(x.) + sC s>). TE EE. AE 
不 然 , 上 = 0， 那 末 由 (2.4.33)7 便 有 

<x* ,Xxo 一 X><0 (YXE 2). 
即 得 x* = 0, RESC, OIER EF A. FÆ 2220, T xo = 
-x*/E, BMx € f Co). 


z 题 
2.4.1 设 p 是 实 线性 空间 多 上 的 次 线性 泛 醒 ， 求 证 ， 
(1) p8) = 0; 


(2) PC 一 2 之 一 PCXDi 
(3) 任意 给 定 xu C 2, EP L ë # 3 Pie f, WE 
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FCD =P), ARIOSO V x€ 2). 

2.4.2 设 多 是 由 实数 列 x= (a,) 全 体 组 成 的 实 线性 空间 ， 
其 元 素 间 相等 和 线性 运算 都 按 坐 标定 义 ， 阁 定义 

pG) =lima, — (Vx=(a,)€ 2). 

RIE: p (x) A 2?_E BJ 2k PET Ed. 

2.4.3 设 多 是 复线 性 空间 ，p 是 7 Eñ EER, Vx C€ 2, 
p(xo) 了 关 0。 求 证 ， 存 在 名 上 的 线性 泛 画 f 满足 : 

G) f(x) = 1; 

《2) [FOD] <p(x)/p(xo) ( V x€ 2), 

2.4.4 设 名 是 B* 宏 间 ，{xn}(n=1,2,3,…) 是 PPRA 
列 。 如果 YAE 名 * ,数列 {J (xs)} 有 界 , 求 证 ，{x%} 在 名 内 有 界 。 

2.4.5 设 多 bo 是 B* 空间 多 的 闭 子 空间 ， 求 证 ; 

p(x, Zo) =sup {F [fe2%*, [fl=1, fC(20)=0} 
(Vx€ 2, 

Hho, Zo) = int |x - Jl. 


2.4.6 设 多 是 B* 实 间 。 给 定名 中 个 线性 无 关 的 元 x1 ,x;， 
…,zs 与 数 域 K 中 的 # 个 数 C1,C,,…,C,, 及 MM 之 0, 求 证 : 为 了 af ER 
适合 f(xXk) =CkCK=1,2,…,n)， 以 及 | 过 性， 必须 且 仅 须 对 任 . 
意 的 ai ,as,… n EK, A 


È aC | <m] 
k=1 


n 
S apxk 
k-1 


2.4.7 给 定 8* 实 间作 中 7 个 线性 无 关 的 元 于 xxa e ns 
Kip, Ifi fors f 8 人 22*， 使 得 
<fi XI> = 01 (1,7=1,2,. n), 
2.4.8 BPZ EREZA, KIE: DTME 名 的 极 大 线性 子 
空间 ， 必 须 上 且 仅 须 dim (2° /M) = 1, 
2.4.9 设 .2 是 复线 性 空间 ， 开 是 有 -中 的 非 空 均 衡 集 ，f1 是 
A ERREZA, RKE: ， 


GO 1 <sup Re f(y) (v x€ E), 


2.4.10 EZ J B+ gih ECZ 是 非 突 的 均衡 闭 凸 集 ， 
VEZE, 求证 ，3/AE 和 * 及 4>0， 使 得 
|fCx) |< a <] Co] (v x€), 
24.11 I E,F 是 B* 空间 多 中 的 两 个 互 不 相交 的 非 空 h 
集 ， 若 且 瑟 是 开 的 和 均衡 的 。 求证， 3/E 多 *， 使 得 
(fC | <inf |F) | (vxEE)., 


2.4.12 CERB REA PAAR, He EE, 
x€ 0C, x,=m(x,— x) + xolm>1)。 KiE: x/,€ C. 
2.4.13 EMEB ARZ rh By Bln, RE: Vx€ PNM, 
Ë 3fiCe2*, #E|/,|= 1, #FRB. 
sup OSS CE) = dx), 


其 中 dcs) = inf [x-z]. 
2.4.14 设 闻 是 实 8* 空 间 .2 内 的 闭 凸 集 ， 求 证 ; 
inf|x - z|| = sup Fe e) (V x€ 2), 
zc NM fa = z€ M 
jimi 
2.4.15 RP Æ—A BEE, iZ >RAR'U {oo)) 是 连 
续 的 三 泛 功 并 且 f (x) 关 co。 若 定义 1/*: 9* 一 民 i 为 
f*Cx*) = sup{(Cx*,x> ~ GD) (VX*E 2*), 
KIE: J*C Eoo, 
2.4.16 设 多 是 已 空间 ，x(9:[a, 拉 一 和 是 连续 的 抽象 画 
Za MARRA, bB) 2 l, 
a =t,<t1<t,< < =b, 
JAJA max ， {ltiti 一 ti|}。 求 证 ， 在 多 中 存在 极限 


<i<n- 
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n-1l 


lm XG) Gi- t) 


1AI=0 o 
(此 极限 称 为 抽象 画 数 x(i) 在 [a,b2 上 的 Rieman 积分 》 

2.4.17 设 名 是 Banach 宏 间 ; iZ G 是 由 CC 中 的 简单 团 申 线 工 
围 成 的 开 区 域 ， 如 果 x(z):G 一 名 在 G ARRO, BEGEER. 
KIE: 《推广 的 Cauchy 定 理 ) 

| =eyaz =o, 


2.4.18 KiE: G) [x| ÆR FEA, 
(2) 1xz1 在 x = 0 点 的 次 微分 9|x1(0) = 上 -1,1。 


$5 共 斩 空间 - Pirk- 自 反 空间 

5.1 共 锋 空间 的 表示 及 应 用 (Runge 定理 ) 

定义 2.5.1 设 名 是 一 个 B* 空 间 ， 上 的 所 有 连续 线性 江 棋 
友 体 ( 见 定义 2 1 12)， JATE ik 

[= sup IFC] 

HEDRER, #k 2 2° B; 1k Jü z lB] 

注 人 * 的 完备 性 直接 根据 定理 2.1.13， 和 +* = Z(2 ,K)S: 
IH. 

例 2.5.2 L'[0,1J] AiAi (1<çp<co), iZ q A p 的 共 
Hik EH 


p q 
q = co 〈 若 P =1)。 
我 们 将 证 : L?[0,11*= L4[0 ,11. (2.5.1) 


sa (车 p>>1)， 


D 即 z(z) 在 5 内 每 点 可 微 ( 参 看 $ 2.4.3 第 一 段 )， 换 名 话说 ，YzoEG， 在 多 由 
存在 极限 
z(z) 一 z(z0) 


z-z 
0 0 


lim 


3 一 了 


127 


对 于 V9EZLI[0,1j， 根 据 H6lder 不 等 式 


l — 
[rsodu] <( ro a) (F otda) 
Cn 是 [0,1] 上 的 Lebesgue 测 度 )， 我 们 知道 
F.A | I YFEL COD 2.5.2 


定义 了 Z2[L0,14 上 的 一 个 线性 连续 泛 画 ， 并 有 
IEal ， ¿<la 。 (2.5.3) 
L* (0° 11 


L cos 11 
即 映 射 9>Fg 将 L*[0,1] 连 续 地 嵌入 L?[0,1]*， 
以 下 证 明 映射 g— F; 是 等 距 在 上 的 。 这 也 就 是 ， 对 给 定 的 
FEL?T0,1]*， 要 找 一 个 gE L"[0,1]， 使 得 
PD fod (YFED, 2.5.4) 
+EH. lola os =] Fl. (2.5.5) 
AE eW TME EC [0,11], 4 
v(E)AF(Xe), 
其 中 xs 是 巨 的 特征 Eq Ek, yz(x)=1( 28 x€ E), ys = 0 ( 当 
x€ E). 
我 们 验证 是 一 个 完全 可 加 测度 。 事 实 上 ， 易 见 ， 足 右 限 可 
加 的 (由 于 的 可 加 性 )。 今 设 {E4} C50,1J， 满 足 ; 
E DE, DDE, DO 


A Eg. 
n = 1 
BK (ED = FG KIEN ized, 


= IF 1.14) 
=|F]a(E 7 >0 (Ha -> co)， 
此 外 ， 同 理 可 知 2 X-T uA, BD uE =0， 可 以 
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JHëH (E) = 0, 
现在 应 用 Radon-Nikodym 定理 ， 存在 可 测 画 数 g， 使 得 对 
任意 的 可 测 集 已 有 


vCE) = Í san. 


从 而 F (xz) = | zz Gg du, 
TET- DRAAI, aA 

FC) = | ycoocoau。 

进一步 我 们 将 要 征明 ， 

l| SIF h (2.5.6) 
站 为 一 县 (2.5.6) 得 证 ， 我 们 立即 推 得 (2.5.4)， 事实 上 ， 因 为 简 
单 面 数 集 在 £50,1] 中 是 称 密 的 ， 所 以 对 VfEL?r50,1]，, 存在 简 . 
单 画 数列 fa—>fCL2 0,135, 从 而 有 

FC) =limF€/,), 


以 及 [E -Aadu 


<(| L -fa |* da ) 0 1I | edy ye 


SIEIS- fal ,0 Gin=o), 


* 1] 
亦 印 
PFO) slim | fg dy = | fGogGodu, 
于 是 (2.5. 全 得 证 。 
以 下 分 两 种 情形 证 明 (2.5.6)， 
(1) 1<p<co。 对 VYt 人 >0， 记 
efxEr0,I]119Cc) |<). 《2.5.7) 
分 = Xe |919-29， 便 有 


f ol 人 . gdu = F(f) 


SIPMA y ,= HF, oa ) 


亦 即 , 
(| alta) <1F1. 


Ar t 一 cco， 即 得 (2.5.6)。 
(2) p=1。 这 时 9 = ceo。 对 Yes>0， 命 
AA{xETO0,1i||gCx) |>1FI+e}, 
再 对 Yt>>0， 还 按 (2.5.7) 定 义 E,, HETS = xz ,-asigng, Mitr 


Ifl, Sa, nA, 
HULA ENAID |gļdu 


= fodu< |F luE, NA), 


分 t 一 co， 便 得 
AC4) (|F|+# < |F|acA), 


由 此 推出 AGC4) =0， 从 而 
lg len, SIEL 

这 就 是 当 9 = co 时 的 (2.5.6)。 

= 结论 (2.5.1) 可 以 扩充 到 一 般 的 完 双 可 加 的 、 0- 有 限 的 
测度 空间 ， 设 (5% ,2 , 迪 是 一 个 这 样 的 测度 空间 ， 则 有 

L? (X, Q, ME=LIX, NN) Opo). (2,5,8) 

例 2.5.3 C [0,1J0JJtu Sus uj. je 

g:L0,1]>C, g(0) = 0, 
BV[0,1Jé4 9: gG) =gG+0)(Vt€[0,1, 1, 
| var(g)< o 
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n-1 


共 中 var(9) =sup Š; |gG; 4) -9005)1， 这 里 的 上 确 界 是 对 所 有 有 
)= Q 
的 [0 ,1 分 制 
A:0 =t <t <t,j< <l, = 1 (2.5,9) 
来 取 的 。 在 8VY70,11 上 赋 以 范 数 
lolo = var(g) (VY9EBYLI0, 1 了 )， 
那 末 妃 YI0 ,1 是 也 空间 (证 明 留 作 习 题 )。 
回顾 对 YpECrI0,1]，Y9EBYL0,11，Stieltjes 积分 
[odgo 


n-i 


定义 为 lim Daig) h 4 是 [50,1 的 分 制 
41 一 0 jy-0 


〈( 见 (2.5.9)) ， 而 
Al max |ti™ til 及 Eltjtjin] (0<I1<n -1), 


从 定义 易 见 V9E BY[0,1]， 它 对 应 着 C[0,1] 上 的 一 个 线性 连续 
izi | 

pf ,0>=) pt) dg(Ct), 
满足 MISLE L40] = varo = lols (2.5.10) 


现在 我 们 要 证 明 友 过 来 的 结论 。 这 也 就 是 说 ， 对 任意 SE 


工 
,0> = dg (VvecC[0,1], (2.5.11) 


#t£ H. lolasi i. (2.5.12) 
其中 关键 的 步骤 在 于 如 何 由 了 确定 出 9 。 事 实 上 ， 如 果 友 许可 
以 取 成 间断 的 特征 画 数 ，xXz 《1 (ECLD0,1j)， 闭 末 就 有 


gcs) =È kean (tydg(t), 
因此 ， 半 把 C[0,1J 看 成 是 上 *[0,1] 的 一 个 团子 空间 ， 应 用 Hahn- 
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Banach 定 理 ， 对 给 定 的 / € CI0 ,1]*#， J3 了 EL"[0,1J* 使 得 
<Í, X> = 0, 
< ,p>=<f,09> _ (vecC[0,17, 


FEIF =I. RAX cos EL*[0,1]， 所 以 可 以 合 


9(s) =<F,Xcoss1> (0<s<1), 
(2.5.13) 
g (0) = 0, 


以 下 证 明 由 (2.5.13) 定义 的 gE BV[0,1]， 大 适合 (2.5.11) 与 
(2.5.12)。 
对 50,1J 的 任 一 分 制 4: 0 = <t. <t. = 1, in 
OF 会 9Ctk4D — 9(tk) (K=0,1,2,-- n - 1), 
人 (ok 天 0)， 


0 (其 它 ) 


k (k=0,1,2,,n-1), 


hA 之 全 XG yet Ct) . 


我 们 有 
> [or| = D Mkok = <Í ,h > 
SIF Meat. S= I, 


即 得 9EBYTI0,1I1]， 和 大 适合 (2.5.12)。 
为 了 证 明 (2.5.11) 成 立 ， 对 V0CC[0,1]%& Ve>0, MIE 
4 使 得 


2 
[oD PO < CVE, E Eti tinj j= 0,1, n ， 
| 2171 了 95“ 了 3 十] n 1) 
以 及 


1 n — 1 
人 POLIO- E PEDOG - gG) |< 
j- 0 
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R- l 
£ DPU a, tjat + ¢ (0)X:0;。 


j-0 
便 得 
|,e = È oadg00) 1 
Lie- <T, ealt F, p> - | edge) 


n - 1 


PIO Git —- 9(1;)>) 


` 
< 
j= 0 


< le l. a t 
l E £ 
-人 çGOdg( |<; + > =, 


山 2 的 任意 性 ， 即 得 (2.5.11)， 

总 结 起 来 有 ， 9 下 | eCDdgCD 是 BV50,12>C[0,1]* 的 一 个 
等 距 同 构 。 换 名 话说 

Cr0,1*#=DBVT0,11。 (2,5,14) 

m RIA HMW sk E —- 82 BJ së Z nf JI E t A PL k 2: 
Bi 8k t T Im E 2 — 82 BU EM 

定理 2.5.4(Riesz 表 示 定 理 ) 车 兴 是 一 个 Hausdorff 紧 实 间 ， 
M yfEC(M)*, Hif -- Hafi Baire 测度 ， 即 完 Æ u mi tE 
Feu, x (y |a] (M5>< o, Wi E 

os, g(m)du (YeECM)). 


应 用 ”作为 Hahn-Banach 定理 和 Riesz Ras E PH A E E 
诊 的 应 且 ， 我 们 来 证 明 下 列 颇 为 深刻 的 Runge 定理 。 
定理 2.5.5 (Runge 设 天 是 复 平面 C 上 的 一 个 紧 子 集 ， 记 
C.=CU(eo), 又 设 上 是 Ca.\K 中 的 一 个 子 集 ， 它 与 C.\K 的 每 
一 个 分 量 (component) 都 相交 。 若 f 是 外 的 一 个 邻 域内 的 任意 解 
析 画 数 ， 则 必 有 有 理 画 数 妈 fn， 共 极点 前 在 内 ， 使 得 f。 (EK 上 
RAES. 
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证 证 朋 的 办 法 是 :引用 IK 上 的 连续 画 数 空间 CGI)， 并 记 
RCK,E) 为 极点 在 E 内 的 有 理 西 数 集 在 CGI) 中 的 闲 包 。 显 然 ， 
R(K,E) 是 CCK) 的 一 个 用 线性 子 空间 。 因 此 ， 为 了 证 AS R(K， 
E), RE: 34y FC C(K5*, 

F(g) =0(CV9ERCGK,E)) 字 PCD=0 
( 见 Hahn-Banach 定理 的 推论 2.4.8)。 然 而 CC 天)* 是 由 天 上 的 完 
从 可 加 的 复 值 测度 MK) 组 成 〈 见 Riesz 表示 定理 2.5.4) ， 于 是 
我 们 只 须 证 ， 对 YAE M(K), 
1 9dp=0CV IERK, ED | fd-0, (2.5.15) 
为 此 ， 我 们 需要 如 下 引 理 ; 
引 理 2.5.6 XV uc M(K), #; iX 


d 
40) = | 


那 末 对 YR>>0，AhELICBa)( 共 中 Bg 是 中 心 在 原点 的 什 径 为 RR 的 
贺 )， 且 在 Ce\K 上 解析 ， 还 满足 A(5o)=0， 
我 们 暂时 承认 这 个 引 理 。 从 而 得 到 


d Nn 
(¿J AGO =n | (zw >" dul) CY w EC\K), (2.5.16) 
K 
而 在 ce 点 附近 它 有 展开 
1 < n n 
Aw) = -2f (o) due) = - >] tr 2.5.17) 
n n = Ü 


其中 en = | z"duG. 进一步 如 果 e MCK) 使 得 


J odu) = 0， (2.5.18) 
ih g ERATE ARAKAMA, WEKRE 
adaD =0  (YwECAK). (2.5.19) 


WREE, VuÁ € E, RAW A C+NKih t fg yi, Hi E 的 
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假设 ， 我 们 有 有 

C.NK = U, QQwo), (2.5.20) 
如 果 xwo 夭 ce， 由 (2.5， 16) 与 假设 (2.5.18)，A 在 wo 的 各 阶 导数 均 
为 0， 从 而 有 在 2(0o) 内 恒 为 0 如 果 wo= co， 出 由 (2.5.17) 与 
假设 (2.5.18), & fÉ QG 内 也 恒 为 0 。 于 是 由 (2.5.20) 即 得 
(2.5.19). 

MEREZI KEG 内 解析 的 任意 画 数 上 ， 对 它 存 
在 含 于 CN 天 内 的 折线 Vi, Y2, ,Yn 使 得 
1 ff Jœ) 
rey = ymi Wad 


Y; 


从 而 山 Fubini 定理 ， 
J. fez)dnu (z) = > ZJ, [x 2) dudu (z) 
= Da |. fGoy Aw) dw = 0, (2,5,21) 
k=1 k 


这 是 因为 A(w)=0 于 Yk 二 C\K 上 。 这 样 ， 我 们 已 从 (2.5.18) H 
出 (2.5.212， 了 也 就 是 证 明了 (2.5.15) 。 
引 理 2.5.6 的 证 明 (1》 证 ELICBrs)， 由 定义 我 们 有 


d 
lay < | +e. 


: d 
nma | alixis J E Card 
R 


pr z] 


dxd 
=| f = djul)  〈 用 Fubini 定 理 ) 


p [t — 2 | 


l dxdy 
<|... k z| diul) 


<2rp| u] (K<, 


其 中 p>R+maxlz|. 
(Q) AECK 解析 。 这 是 由 于 KK 紧 ， 所 以 可 以 在 积分 导 下 求 
微 商 。 
G) 有 在 {oo0} 解 析 ， 且 ACco) = 0. WE KG, 4 | |— co 
时 ， 在 积分 号 下 到 极 限 ， 便 得 AG6)—0, T/oo Ru[3 t at. Í| ` 
第 二 共 斩 空 间 与 自 反 性 A BIRELL AE pE EA E 
一 个 刁 窑 间 ， 所 以 我 们 还 可 以 考虑 姑 * 的 共 绝 空间 ， 记 作 2**, 
称 为 名 的 第 二 共 罗 空 间 。 注意 到 YXxE 2， 可 以 定义 
X (f) = <f ,x> (VE #*), (2.5.22) 
木 难 验证 ， 关 还 是 名 * 上 的 一 个 线性 活 画 ， 满 足 ; 
XOLA 
MAX DEEE, E 
IX 1<]x1. (2.5.23) 
称 陕 射 T: x— Xp p hh, (2.5.23 RAT Z 2 #jJ 2° ** BJ W: 
续 僻 和 入。 注意 到 车 4,8EC，x,yE gr, WX =Tx,Y =Ty, WFT 
T (ax + By) (J> = f (ax + Py) 


=Qf (x) + Bf 5 = X (J) + BY (f) 
=(aX +Y (f) = (a7Tx+ HT 从 ( 门 (VE 2*5, 


Kk, T 还 是 一 个 线性 同 构 。 双 应 用 Hahn-Banach 定理 ， 了 jf€ 
Pt, Wi 
J|=1, A<, x> = xl, 

便 得 到 l= XC ENIX = 1X 1. (2,5,20 
联合 (2.5.23) 与 (2.5.24) 便 知人 7 是 等 距 的 。 于 是 得 到 ; 

定理 2.5.7 B ZUMUA SCRE RME RAF 
空间 等 距 同 构 . 

注 ” 人 有 时， 我 们 对 x 与 和 不 加 区 别 ， 简 单 写 成 PCPI, 

定义 2.5.8 WEZI ZI MARRIT EA, MEZ 
TAKE, UEZ = 2*°**, 


136 


由 前 面 的 具体 画 数 安 间 的 共 轿 空间 的 例子 可 见 ， 当 1 之 p< 之 % 
H æE L?(0,. 多 ,HW) 是 自 反 的 ， 但 是 当 p=1，o 时 ， 不 是 自 反 
的 . 

5.2 23 3 T 

HHR TED EA 28 IË 2 A rh $e 8 AE E RE a É9 Hë J. — 
nX 训 矩阵 A4= (4a;j) 可 以 看 成 由 "一 KR" 的 线性 算 子 ; 


CAx) = D, tixy (V x= CXX, Xm) € K", i=1,2,% ,71), 
j=1 

共和 转 置 和 矩阵 定义 为 m xn 矩阵 A4* = Caj), EAK >R” Hie 

F: 

(A*yy; = >; G;y, (VY= QJ, Ja 9,84) C K',J=1,2, m), 

怎样 把 这 关系 推广 到 一 般 的 8 空间 ? 这 要 利用 对 偶 关 系 。 事 实 

上 ， 我 们 有 关系 式 


Kr A = DD aajn 2 Doiy 
i=l j=1 i=l j=-1 
- (Be J= cA", 
j=l i=l : 


5 
i 


LY, Zn = D,Y: CVYY= CW ,V2 Yn), 
E 
Z= (Zi, Z2" ,Zn) EK”), 
LW, X >m = D wj; CY w= w, W, Wm), 
j=1 
X= (Xi,Xo, ,Xm) € K”). 
< 122 2 f uñ sp data ze lu] 6 E 2 dt a Pt f, 
定义 2.5.9 GR33E y) ” 设 多 ,多 是 Br 空间 BITE 
ECE, A) WT T* %*— PRAET WJ JK u Pa T- RL 38, 
f(Tx) = (T* f(x) (V/€ Z*, VEZ), 


注 VTE2(2 如 ,9)，7* 是 唯一 存在 的 ， 若 且 属 于 2(. 多 ”， 

T. 事实 上 ， 对 YfE2*， Ay 
g(x) = f (Tx) (VXE 2), 
是 线性 的 ， 关 县 有 界 : 
LID SIAT (V x€ 2°). 

因此 9gE 名 *， 对 应 fg 又 是 线性 的 ， 正 是 了 *。 按 定义 ， 

IT*/l]=1g921<1Tl/l (v f€ Z”), (2.5.25) 
因此 ，T*E Z¿( %*,22*), G2.5.25) 6 44 67 

IF*]<1T1, (2.5.26) 

因此 ，7* 的 唯一 性 显然 。 事 实 上 还 有 

定理 2.5.10 I X TT? R (í, 2) 到 Z ZY) 
AAS SE [8] 8. 

证 (1) 证 对 应 米 :TT* 是 线性 的 ， 

[Ga T +a TSI = fT, +a,T',) x) 
=a f (Tix) +a,f(T,xy=[(a,Tt +T] 
(YYxE 多 ,VS Z*,Va,,a, c K). 

(2) 再 证 等 距 。 已 有 (2.5.26)， 只 要 再 证 | 砷 委 12 I. X 
VLEZ, H Tx+0, H Hahn-Banach 定理 的 推论 2.4.6， 必 有 
fe .Y*， 使 得 

IT = Ts HII =1. 
从 而 Tx] = fTx) = CT*f) (x) 
<IT* AsAT 
HKHTISIT. 1 

同样 对 T* BARTER E DU Jt Hü APT = (T*y* € 2 
(2**, A ERLT ATIE, fE IDH PRI 
和 映射 分 别 为 U 和 VV， 那 末 

<T**Ux,f>=<Ux,T*f> 
=<T*f,x>=<f,Tx> 
=<VTx, f> (Vfe Z*,Vx€ .2). 
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从 而 有 T**Ux=VTx, B|) T** 是 了 在 多 +# 上 的 扩张 .于 是 但 
定理 2.5.11 B Z, ZE B*E H TESZ, Z) WME 
T**€ Z(2** , YN ETTE 22** 上 的 延 拓 ， 工 满足 上 站 = 
ITI 
Q x Q |. py EE a #H A EK: 
人 IK, duoda, 
定义 算 子 
Tur (Tu) G) =f K(x, Pu A (YuE CQ.) , 
Q 
EÆETEZLO,u)), FEB 
(T*v) (x) = | KOOG) (Vse L2(Q,n)), 
这 是 因为 
Tul? =| If KG, Wu Cdn duc) 
Q Q 


<| [| KED Pano | uc duco) du Go 


<[|| Ken da (x)du O) | ful? 


Cue’, u)), 
其 中 由 表示 LO, D EWEG 以 及 
<T*y,u> = <v, Tu> 


=f | e, yucydu Cy) oeod 


le 


| K(x,y)u(yyu(x)daCx)dn (y) 
. R- Q 


=f [| Ke, oC) dp Go) [udu (g) 
Q Q 
Cyu, vE L(A, u), 所 以 
CT*y) CY) =f Kx Yd) (YvELQ, u), 
a 


ffy Kes hh duydu) 


<lulle1( [| IK.) Panduo ) <, 


所 以 可 以 应 用 Fubini 定理 。 | 

我 们 再 来 考察 耸 积 算 子 和 它 的 共 斩 算 子 。 

例 2.5.13 i KOO Æ R! FÉ) L! Wq E, # g L*'(R!)G < 

<co) EJ 4838153 f-., 
KEDO S| KI dy, 

JERR LH. HEEN K k R: ?CR 到 自身 的 有 界 线性 算 子 。 
为 此 我 们 需要 如 下 

引 理 2.5.14 (Young 不 等 式 ) ISEL’ (RDU), 
KeLiGR1), HI 

IK flosi Khi p (2.5.27) 

Jude] Ü 天 示 L' RDW 8k (1 Sps). 

证 ` 1<p< col, 出 Holder RÑ, 


> > 1 l 
|| keo <” Ke- | * |K(x-— v) | ? AD ldy 


<([ re-nia) (Ü a-noa", 


而 | 
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| KG -W/Wdy| ax 


<| | Piel ID dvds 
EL 


出 Fubini 定理 ，(Kx*f)(x)a.e. EA R, mH (2.5.27) 成 
当 p=1 或 co HF. 不等式 (2.5.27) 是 显然 的 。 | 
MERER K * 的 共 配 算 子 的 表示 .车 记 天 (会 KGC-2)， 

则 由 Fubini 定理 ， 我 们 有 


六 | re- DFW) dy gd 
= Fso [| ke —y)g (x) dx jdy 


=f Kk 9 WFD dY. 


HERI TAK WATT = K * 。 

£ EZER eb lB t 5 8 TAE TE S 3k 域 上 的 时 
H. GARR WASA L: 夯 数 g 对 应 着 L E 的 一 个 反 
线性 连续 证 画 ， 


F.) =| sgan, 


这 时 的 复 共 赤 算 子 为 T* = 玉米 。 

5.3 83k k 21 * FKA 

¿£ Bi y br EE FE 3:25 Hb 28 [B] WJ E 7 33 m. Uü rE 
Banach 空间 JEA He Banach 宏 间 的 模 本 区 别 之 一 是 ， 在 有 和 穷 维 
穴 间 中 ， 任 意 有 界 点 列 必 有 收敛 子 列 ， 但 在 无 穷 维 空 间 中 不 具备 
这 条 性 质 〈 见 推论 1.4.30)。 为 了 使 有 些 有 穷 维 空间 具 备 的 性 质 
能 够 过 渡 到 无 穷 维 空间 中 去 RNEER X AKADE. 
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本 节 定 理 2.5.28 与 2.5.29 给 出 在 弱 妆 敛 及 类 弱 收 竹 意 义 下 ， 上 过 
基本 性 质 在 无 穷 维 空间 中 的 推广 。 
定义 2.5.15 设 名 是 一 个 B* RE (xC, ER. #R 
{Xx} 器 收敛 到 x， 记 作 xn 一 xz， 是 指 : 对 于 YE 各 "都 有 
limf (xn) =f(x), 


这 时 x 称 作 点 列 {z*)} 的 弱 极 限 。 
1 为 区 别 起 抑 ， 今 后 我 们 称 xn->x( 接 范 数 收敛 ) 为 xn 强 
收敛 到 x， 或 是 {xa} 的 强 极限 。 
注 2 者 dim 和 <c， 则 弱 收 敛 与 强 收 伐 是 等 价 的 。 事 实 
上 ， 设 e164,…yem 是 名 的 一 组 基 ， 兰 设 
x, =Ë e HE e, 二 十 上 em (n=1,2,.), 
x= ëe, HEO e, 十 + EP eme 
取 f1E 2*(i=1,2,*…, 仙 )， 使 得 fi(87) = 6; G, j=, 2, ,1m)( 见 
习题 2.4.7)， 便 有 
fix) =£) 与 fioi (C=1 2，70)。 
今 匣 xn 一 2 则 有 limfCxn》 = f G) 《CV 了 E22*)， 从 而 也 有 


limfi(xn,) = fi (t=1,2,. ,mm), 


EJI lim = EOC =1,2,+ m), 


换 馈 话说 就 是 x, Be apna x. ER, E xn 按 其 坐标 收 
AF, WR Xn 一 x*( 见 定理 1.4.18)， 出 如 下 命题 便 扒 出 xn 一 x。 

命题 2.5.16 弱 极 限 若 存在 必 叭 一。 强 极限 若 存 在 必 是 弱 极 
BR. 

证 (1) BE Inx, ny 由 定义 推 得 

JG) =lim7(x,) = f G) (v f€ #*), 
利用 Hahn-Banach 定理 推论 2.4.6， 即 得 x=y. 
(2) Æ x,—x, WJ V f€ 2* # 
IG, -SOSI a - x |[—0 (nco), 


即 得 lim f(x,) =f). ik xn | 
但 反 过 来 ， 当 dim 2° = co 时 ， 弱 极限 存在 却 未 必 有 强 极限 . 
例 2.5.17 TE L'CO,1] rh, iX x, = xa GD =sin nrt， 则 根据 
Riemann-Lebesgue 定理 ， 显 然 有 


<f, xn> = | fsin nz tdi=>0 (v /ek[o0o,1]). 
0 


即 xn 一 9。 但 |xnl =1/ v 2， 不 可 能 有 xn 一 0. 
这 表明 弱 收 修 确 实 是 与 强 收 化 不 同 。 然 而 反 过 来 E xn 一 *， 
我 们 却 可 以 找到 {xna)} 的 凸 组 合 序列 ， 使 其 强 收敛 到 x 。 这 就 是 
定理 2.5.18(Mazur) 设 多 是 一 个 B*2z |H], x,-- xo, HI 


Vs>>0， 习 和 三 0 (i=1,2,.,7), Sa -1， 使 得 
1 


_ s axl KE, 
这 1 


证 ie@MAcoC((x,)), M| M 2 hi 4 Bl n E. É+: 

Xo 它 儿 ,应 用 Ascoli 定 理 ( 见 推论 2.4.16) ,E22* 及 QE R! EIR 
Jf G)<a< f Go) (vx€ M), 

从 而 fxn) <a< f(x.) (vn6€ N). 
这 与 xn 一 xo 了 矛盾 。 | 

又 既然 多 * 也 是 一 个 8B 空间, 在 多 * 上 自然 也 有 两 种 收敛 性 : 
Aa. MRA fr 一 1， 是 指 对 V x**c rA R 
x**(/,)—x** (f), 

FARA Y RREA m 8 63822, BIA 

定义 2.5.19 BZ ie B RI, (/.)C t, feae W f, 
x 弱 收 和 敛 到 了， 记 作 w* — limf, = f, Et: XPT V xC 2, KET 


limfn (x) =f), Xit f ERE RITI S n) H k RR. 
RPE, Z LER Hh A Zr, RRI 2 一 
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FIr, A e*t EURA aA LA ka mE 多 是 
— B 2 B], x 22 2k 5 55 lk 9k SE dr. 

现在 把 Banach-Steinhaus 定 理应 用 到 下 列 特殊 情形 有 

定理 2.5.20 设 名 是 一 个 8B* 空 间 , 又 设 {xn}C2,，*€E 2, 
则 为 了 xn 一 x， 必 须 且 仪 须 

G) leal AAs 

(2) 对 多 * 中 的 一 个 稠密 子 集 M* 上 的 一 切 了 都 有 

limf (xn) = f(x). 


证 只 须 把 xn 和 看 成 是 名 * 上 的 有 界线 性 泛 画 . 
<xn,f > 人 f(xn) COJE», 


应 用 Banach-Steinhaus 定理 〈 见 定理 2.3.16) 即 得 结论 
定理 2.5.21 设 名 是 一 个 8 空间 ， KIR SCE SELAY, 
则 为 了 ur* - limj =f， 必 须 且 仅 须 


G) fal GR; 
(2) 对 多 中 的 一 个 稠密 子 集 M 上 的 一 切 x 都 有 
lim fn x) = f(x), 


证 本 定理 吾 接 是 Banach-Steinhaus 定理 的 特殊 情形 。 | 

类 似 于 线性 连续 泛 函 序列 ， 对 于 线性 连续 算 子 JF. J, (Ta) 
ZYZ(2 ,YZ)， 共 中 人 ,9 是 B* 空 间 ， 我 们 也 考察 各 种 收敛 性 . 

定义 2.5.22 RP, Jie B* ZH. 又 设 Tn(n=1,2,*…)， 
T€ Z#(@ , A). 

GQ) HTa- T|->0, METAT, E T.T, 
XET PRIETA RR. 

(2) EIT- T)x|>0(V xC 2), MW#R T, 强 收敛 于 7， 
WIET >T, XIT ERIE T O RRR. 

(3》 如 果 对 于 VxE 多， 以 及 YAfE YY* 都 有 

lim ITa = f x), 
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旭 称 了 Tan 弱 收 作 于 7， 记 作 TaT, KTERE n) HIRR. 
显然 ， 一 致 收 敏 迟 强 收 敛 之 弱 收 伐 ， 而 且 每 种 极限 若 存 在 必 
是 唯一 的 。 但 反 过 来 都 不 对 。 
例 2.5.25 〈 强 收敛 而 不 一 致 收效 ) ”在 空间 关上 考察 左 推移 


T:x= Cxi, X,t XT. |) T x = (X;,Xs, te ,Xn °), 


TnxX = (Xn41, Xn) (VX= CXX, Xn e E 
TERINHEH: T,—0, AT, 80. 事实 上 ， 若 取 
en=(0,0,.…,0,1,0,.), 
A 


那 末 Tnent1 = °, 并 且 |enj =1CYnEN). 因此 
Tal > 17n Cenr) E1, 
JAI Ta 710, 但 是 对 VYx = Cxi, Xatt X F ee) € Ë 有 


° + 
ITax1= (X leal?) -0 =o), 
i=] 
Bp 了 ->0。 
例 2.5.24 〈 弱 收敛 而 不 强 收 你) ”在 空间 所 上 考察 右 推移 算 
子 
Six = (Xi, Xa, ,Xn mS = (0, Xi, Xg, ,Xn ), 
分 Sn 全 S"， 便 有 
Snx= (0,0,0,0, X, X3, t) (Vv x€, 


n 


BR, [Saxl = ixl CY x€ y, Am Saa. BERF YA = (Cu, 
fo se Ynte) EC * = P, 我 们 有 


| <f ,Snx>| -| 之 Vim zj 


z + 
<(Z lrs?) 0 C n=), 
i=) ` 
NT Sn 一 0， 
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5.4 555] Op 5 * 95 p] Z Ph 
引进 弱 收 和 敛 及 本 akah H ÉZ — E: uj PLA A 3 l: SP H 3: #h 
紧 性 。 如 称 集 4 是 弱 列 紧 的 ， 是 指 A 中 的 任意 点 列 有 一 个 弱 收 伍 
子 列 。 双 如 称 4 是 # 弹 列 紧 的 ， 是 指 4 中 的 任意 点 列 有 一 个 关 弱 
KAFA. 
下 面 一 个 定理 是 非常 容易 看 出 来 的 ， 
定理 2.5.25 设 . 妇 是 可 分 的 B* 空间 ， 那 未 绍 * 上 的 任意 
HIH n UE x BAF. 
证 ”因为 2 可 分 ,所 以 多 有 可 数 的 再 蜜 子 集 {zm}。 因 为 {/n)} 
有 界 ， 所 以 数 集 
{<fn 5m n m € N) 
对 每 一 个 固定 的 说 是 有 界 的 。 用 对 角 线 法 则 可 以 抽出 和子 列 
Ifa 1， 使 得 对 于 YVmEJN， 
{Kjm，xm>)7-1 
是 收入 数列。 再 由 {xmn} 在 多 中 稠密 ， 以 及 (fa) 有 界 ， 可 匈 对 于 
VLEZ, 
{<fn O} 


是 收敛 数列 ， BFO Alima, ,x>. P£ F Ak kE, FEL 
(EC) | <sup| falll (YEZ). 
从 而 及 E 名 *， 使 得 
Cf ,x> = F) = lim <fa, ,x> (V x€ 2). 
即 得 wx — lim f, = f. | 
k... > 
HT Ww nf DTE, RARA RH D EPER iz Sp H * 5951] 
性 (此 上 时 米 器 列 紧 与 弱 列 紧 是 等 价 的 )。 先 证 
定理 2.5.26(Banach) 设 名 是 B* 窑 间 。 若 儿 的 其 恩 空 间 22* 
ETAR MZ EKG UEFI, 
146 


证 〈1) 考察 2* 的 单位 球面 SI 会 {f € 2*||/]=1). R] 
指出 ，S* 是 可 分 的 。 事 实 上 ， 由 2* 可 分 ，] {fn} 忆 2*， 使 得 
VESY， J {nk} k-19 使 得 

limfa, = f. 
DRIn An lnl CRDi 05, DB dr 
If -ga IEI- fnil + ifn, Inl 
=If- fa, l+i1- lfa, ll >0 (k=), 
上 此 可 见 s A A E MET EIn). 
(2) HFI AAI = 1， 所 以 可 以 选取 <a € 22, s 


[s| =l, HE s.G)> >. 


iü 2 spanfxa}j， 它 显然 是 可 分 的 Ce. 的 有 理 系 数 的 线性 组 合 
EZ hH). 
(3) 证 明 2 = 2. METR, TENEZ Zo 不 妨 设 
lxo] = 1, F] Hahn-BanachE 2,4,7, 3/Á 6 名 *， 使 得 
jlL=1ti， 从 而 AiESi， 并 且 /(xz) =0C VLEZ). 
对 此 六 我 们 有 


lIn — foll = SUP 9a) — fax) | 
2 ]ga (xa) — fax.) l = |gn (xi) | >. 


这 与 {9*} 在 + 中 笛 相 矛盾 ， 即 得 多 = 22. Mi 2 B nf 2 WJ. 
定理 2.5.27(Pettis) 自 友 空间 多 的 闭 子 空间 各。 必 是 自 反 
空间 ， 
证 要 证 : Ez EZ MW, ze C 220 也 就 是 要 证 ，3x 
E <o， 使 得 
<z0,f0o> = <fo,x> (V foc 20. (2.5.28) 
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分 对 YE ff， 考察 1 在 名 o 上 的 限制 了 f= f 6 224. MA 
PAESE 
所 以 了 E 儿 (+ 2235, 于 是 ZAT*z € 2**, AZAK Kit 
grer, 13 
<z f> = <f ,x> (v f € 2?*5, (2,5,29) 
今 证 此 xE 22, METR, Hi Hahn-Banach 定理 推论 OL 定 Æ 
2,4,7) ISEZ*, WR 
FCE) =0, B<f,x>= 1; 
从 而 Tf =0, 但 这 导出 矛盾 : 
0=<z,Tf>= <T*z  f>=<z,f>= <f ,x>= 1. 
这 就 证 明了 ILE 8o。， 使 得 (2.5.29) 成 并 现在 要 证 此 x 还 适合 
(2,5,28). 事实 上 ，YfoE 220, Ih Hahn-Banach E M, fF fE 
fe 2*， 使 得 fo = 了 f。 从 而 我 们 有 
<z0,f0> = <20,T f> = <z,f>, 
以 及 <fo,x>= <f ,x> (v x€ 2). 
由 此 可 见 ， 适 合 (2.5.29) 的 x 必 适合 (2.5.28)。 
定理 2 5.28(Eberlein-IlMymsu) RF FEB] ñ fu (D PR Z 
B (BL 71268 AI. 
证 O ROEWE BERE 多 中 的 任何 有 界 点 列 {xn} É 
有 一 个 在 多 中 弱 收 敏 的 子 列 。 今 
0 会 span{fxn)}。 
REH- EM RAZAK, RAZMERA. LERZ oie 
可 分 的 ， 这 表明 (名 5)* 是 可 分 的 。 E2. 5.26 27% Wé 
BRI HWI AZI PRTI EEA 
<In, f> = <f ,x,> (V f€ 2), (2,5.30) 
则 (Tg. 1) AR. iz Mç S 22 PRAET 用 对 角 线 小 
则 ， 在 {9*} 中 可 以 抽出 一 子 列 {gn RIIE ， 使 得 


lim<dg. ,Y=<g9.f (v fe M). (2.5.31) 
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再 依 定 理 2.5.21,(2.5.31) 药 含 


lim<gs,,f>=<9,1> (v /€ 20). | (2.5.32) 
还 由 0 的 自 反 性 ， 习 xoE 2 适合 
<g,f> = <f ,Xo0> (Vv /C€ 2. (2.5.33) 


联合 (2.5.30),(2.5.32) 与 (2.5.33)， 便 得 到 
lim<f,x, > =lim<g9, ,f> 
S =x “(V/ce z). (2.5.34) 
进一步 对 VY 了 ES*， 记 /全 Tf 为 了 在 名， 上 的 限制 ,因为 {Xx，,} 
C K x€ 2B0， 依 (2.5.34) 便 有 
lim <Í ,x,,>=lim<f,x, ,> 
Ë — k — > 
=《<1,xo>=< 了 ,xzo> (YE +)。 

即 得 x, ,一 xo。 于 是 多 中 的 任意 有 界 集 是 弱 列 紧 集 ， 特 别 是 单位 
球 是 弱 列 紧 的 。 同 样 ， 单 位 闭 球 也 是 弱 列 紧 的 . 

(2) 证 朋 单 位 闭 球 是 器 自 列 紧 的 。 设 x, ,一 xo， 3jËEB |x,,] 
委 1。 由 了 ahn-Banach 定 理 的 推论 2.4.6，3 了 JE 名 * 适 合 

fCx0) = | xol， EHIS 
因此 ， 我 们 有 
[xo] = f Go) = lim Sa DSI suple S1 

Hi xo 也 在 单位 闭 球 办 ， 从 而 单位 闭 球 是 器 自 列 紧 的 ， 

定理 2.5.29(Alaoglu) 设 多 是 B* 空 间 ， 则 多 * 中 的 单位 闭 

米 弱 紧 的 定义 及 证 明 请 参看 下 册 第 五 章 。 

应 用 L'o, 21] <p<c0) Hkh Fourier 级 数 的 到 划 ， 

设 f ELL0,27j]j， 我 们 称 


1 f?" i 
Cró -| fent dx 《2=0), 士 1], 士 2 。 
27 Jo 


为 了 的 Fourier Ryk; HRR 


D cne’? (2.5.35) 


为 了 的 Fourier 级 数 。 当 六 EZL20,2r] 时 ， 这 级 数 在 Z[0,2z 空 间 
上 收敛 ( 见 例 1.6.26)。 一 般 来 说 ， 对 于 L150,27x]1 中 的 上 ， 级 数 
《2.5.35) 未 必 和 收敛 ,通常 我 们 考察 下 列 Cesaro 和 (算术 平均 和 )， 


On(f) Cx) = D Sr) 
k=0 
= Š lk] ikz 
-ii (2,5,36) 


其 中 S.,COGD A D eit, 通过 初等 计算 ， 有 


k=-n 


oa = F IOK- y)dy, 


1 - Ik] ikg 
KaD Asa Dh “h4 i) t 


TID 
 2x(n + ]) . x 
kd 


sny 
称 为 Fejer 核 。 利 用 天 "的 非 负 性 ， 以 及 
pr _ x Ik] Nf?" ir: 
f K.G)dx = yx Dh, elkzdx = 1, 
按 Young 不 等 式 〈 见 引 理 2.5.14) ,对 YeEZL2[0,2r](I<p 一 co)， 
有 
le] SI ,. 
HITA, #/e Li, MH Cesaro 部 分 和 的 L? 模 是 一 致 有 界 的 。 
现在 我 们 要 十 其 有 反 过 来 的 结论 ， 这 就 是 
定理 2.5,30 若 1<p 委 ceo， 又 若 级 数 (2.5.35) 的 Cesaro 部 分 
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和 (2.5.36) 的 二 模 是 一 教 有 界 的 ， 即 
suplonl ,<co。 (2.5.37) 
n 21 L 
那 未 必 存 在 f EL?[0,2x]， 使 得 ow 是 f 的 Fourier 级 数 的 Cesaro 部 
分 和 。 

证 “注意 到 L?[0,2r] =L [0,27], +2 =1, m 上"[0， 
2r] 是 可 分 的 ， 由 条 件 (2.5,.37) 应 用 定理 2,5,25， 可 见 存在 JE 
L?[0,27] 及 子 列 {nx}， 使 得 

w* -lim cç, , G) = f G) CG#EL'[O,2x=]rh). 
因为 else La [0,2z](m=0,+1,+2,-.), 所 以 


L [U jee-msdr slim- f?" -imaq 
zl, fx)e x=lim ;7 ， o, (xD)e x 


一 中 


-limnf - 


CA =C 
too rL Jom m? 


即 得 on《x) 是 f BJ Fourier 级 数 的 Cesaro 部 分 和 on(f) (x)。 
习 是 
o caj o 1.1. 
2.5.1 求证 ， (7)*=4 (1<p<co， +=). 
2.5.2 设 C 是 收 黎 数列 的 全 体 ， 赋 以 范 数 
f ded: {Ek} E C>sup| Ek], 


求证 ，C8* = 1 

2.5.3 iC, ÆA 0 为 极限 的 数列 全 体 ， 赋 以 范 数 

|: 1: {x} E Csup| fk], 

KIE: i=l 

2.5.4 RWE: 有限 维 B* 空间 必 是 自 反 的 。 

2.5.5 RE: BZAR MARA EHA 间 是 
AKRI. 
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2.5.6 设 名 是 B* 空 间 ， 荆 是 从 如 到 22** 的 自然 映射 ， 求 
证 ，R(T) 闭 的 充分 且 必 要 条 件 是 多 完备 。 

2.5.7 在 请 中 定义 算 子 

T: Kis Xayeee ya)F(0 Xi, Xo Xn) 

求证 ， TE 20D) 并 求 T*, 

2.5.8 在 中 定义 算 子 

T: ORAS ERN =, =, m), 

求证 ，7TE ec 并 求 T*+。 

2.5.9 设 鼠 是 Hilpert 空 间 ，4E ZHR E 

ns (Vx,y€ H), 

求证 ， (1》 A*= 

(2) RD RIEME, 则 方程 4x = y, ， 对 VyE RCA) 存 在 
唯一 解 。 

2.5.10 RZ, JÆB*ZE, AEZCY, Z), X A IF 
#BA- 6 2(.% Z), KiE: 

G) (4*) -1 存在 ， 且 (44)T1E Z2(Q* 2 3); 

(2) CA*y-1= (A-15*, 

2,5,11 EP, Z, Zi: B*E MB e 弘 ( 人 ,名 ) 以 及 AE 
LY, 全 )， 求 证 :; (AB)* = B*A*, 

2.5.12 设 名 ,是 B 空 间 ，T 是 名 到 的 线性 算 子 ， 又 设 
对 V9E ZY*，g(Tx) 是 名 上 的 线性 有 界 泛 画 ， 求 证 了 是 连续 的 ， 

2.5.13 设 {xn} EC [a,b], x€C[a,b] B. x,— x, 求证 ; 


limx, (t) = x(t) 《YLE [a,b]) (a eak), 
2.5.14 BaB RH Pno RIE: 


lim] erl > [x.l. 


2.5.15 j% HÆ Hilbert 空间 ，{e*} 是 五 的 正 交 规范 基 ， 求 
证 ， 在 互 中 xn 一 xo 的 充分 且 必 要 条 件 是 ， 
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G) |x, EF; 

(2) Cn, 6k) > (20,6) (n>) CK =1,2,), 

2.5.16 T, 是 空间 L' (R!) (1<p<ce) 到 自身 的 平移 算 
子 : 

Tru x) su(x+ny (Vu€ L'(R'2)Gi =1,2,)5 
RIE: T,—0B|T,u|;, = lul vu EL’ RD). 

2,5,17 设 S, 是 忆 (RD(CIsp<co) 到 自身 的 算 子 : 
u(x) (|x|=<n); 

(|<x]| >n), 

Jeru C€ L'(R'5 R EB, RE: S.) ek Fish] T, B7 
一 致 收敛 到 了 , 

2.5.18 iH æÆHilbertÆæ H], #EHiBhx,—xo TB 加 一 90， 
求证 : 《xn Yn)~> Xo, Yo). 

2.5.19 {en æ Hilbert AH HEZA, KE: Æ 
HrhRe,—0, fewo 


(Sau) (x) = U 


2.5.20 是 Hilbert 空间 ， 求 证 ， 在 中 ,一 + 的 充分 且 
必要 条 件 是 : 
G) [alll (2) xn 一 x。 


2.5.21 求证 ,在 自 反 的 3 空间 中 ， 集 合 的 弱 列 紧 性 与 有 
界 性 是 等 价 的 ， 

2.5.22 求证 ，B* 宏 间 中 的 闭 凸 集 是 弱 闭 的 ， 即 若 M 是 闭 
mdE, (x,)C M, BHB.x,-—xə> M@|x,€ M, 
o 2.5.23 R 2 EB 5CBU B 3 [a|, ME: 名 中 的 有 界 闭 凸 集 ， 
v fez*, RE: / 在 ME 上 达到 最 大 值 和 最 小 值 。 

2.5.24 RZ EARBA, M 是 名 中 的 非 空 闭 凸 集 ， 
RIE: 3x € M， 使 得 |xol =infí|x|[|x € M). 


96 线性 算 子 的 谱 
线性 代数 用 较 大 篇 幅 研 究 息 阵 的 本 征 值 ， 在 微分 方程 和 积分 
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方程 理论 中 也 着 重 讨论 了 本 征 值 问 题 。 这 种 研究 有 两 方面 的 重要 
TE, 

(1) 直接 来 自 物 理学 与 工程 的 需要 。 例 如 求 振动 的 频率 、 判 
定 系 统 的 稳定 性 等 都 涉及 相应 算 子 的 本 征 值 或 本 征 值 的 分 布 。 在 
量子 力学 里 ， 能 量 算 符 是 空间 .上 的 一 个 自 伴 算 子 ， 其 本 征 值 对 
应 着 该 系统 束缚 态 的 能 级 ， 特别 地 ， 光 谱 就 是 某 个 算 子 的 本 征 什 
的 分 布 . 

(2) 通过 本 征 值 或 者 更 一 般 的 谱 的 研究 来 了 解 算 子 本 身 的 结 
构 ， 从 而 用 以 到 划 相 岷 方程 的 解 的 和 构造。 例如 ， 通 过 扎 阵 的 本 征 
值 ， 我 们 可 以 齐 划 这 算 阵 的 不 变 子 空间 、 写 出 它 的 标准 形 ， 并 且 
彻底 弄 清 楚 相 应 齐 次 或 非 齐 次 方程 解 的 结构 . 

6.1 定义 与 例 

现在 我 们 在 维 数 > 1 的 复 Banach 空 间 . 有 上 ,考察 闭 线性 算 子 
A; 了 4)C 多 一 和 仿照 给 阵 ，4EC 称 为 是 4 的 本 征 值 ， 是 指 
3 xoE D(A)\{9} 适 合 ， 

Ax, = ¿xo 

FEERIRI BS x DIET À 的 本 征 元 。 

从 线性 代数 知道 ， 当 dime <o 时 ，Y4EC 只 有 两 种 可 能 
性 : 

(1) 或 者 4 是 本 征 值 ， 

(2) REAL- A 作为 条 阵 存在 ， 即 (hf -A)~'E Z( 2°). 

定义 2.6,1 设 经 是 8 空间 ，A: D(A)yC 22 >L 是 闭 线性 
算 子 ， 称 集合 

plA)A{AiECI CAT -AE Z(2)) 

为 A4 的 预 解 集 ，p(4) 中 的 4 称 为 4 的 正则 值 . 

HEX, 在 dim 多 <co 的 情形 下 ，W4EC， 它 或 是 4 的 本 
征 值 ， 或 是 正则 值 ， 二 者 必 居 其 一 。 

但 当 dime2e =coe 时 ， 情 况 就 复杂 多 了 。 从 逻辑 上 分 ， 有 如 下 
儿 种 情形 
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GQ) QI- Ay 1 不 存在 。 这 相当 于 4 是 本 征 值 ; 

(2) I-A) H fE, BiR RQI- APA (1. ADA) 
=, RAFA 是 正则 值 (Banachik PK TE BH) 。 

G) (47- Ay-1 FE, RM- Ate, (B RAILA = 2. 
对 于 这 部 分 4， 我 们 称 之 为 4 的 连续 谱 

(4) QI- Ay 存在 ， 且 RGQAI- Ay, RA ARE 
为 A 的 剩余 谱 。 l 

记 c(4) 人 CNo(C4)， 并 称 0(4) 为 A 的 谱 集 。oC4) 中 的 点 称 
为 4 的 谱 点 。 对 应 于 (1) 中 的 那 部 分 人 的 集合 ， 记 作 pA), i 
为 4 的 点 谱 。，4 的 连续 谱 记 作 OCA), A 的 剩余 谱 记 作 CA. 
因此 有 ， 

0C4) =op(4)Uaoe(4)Ucr(C4)， 

以 下 举例 说 明 ， 当 dim = ceo 时， 上述 各 种 类 型 的 谱 都 可 能 
出 现 。 

例 ?.6.2 设 和 =L2[0,1，4:u(DD- ut), H 


DCA) = (ucC2([0,1J|u(0) =uG(1),u! (0) =u” (1)}, 
则 4 是 闭 线性 算 子 ， 且 
afK4) =ap(4) ={02n7)?|n=0,1,2, e}. 
证 一 方面 ， 我 们 有 
d? fe 


cos 


sin 


cos 2nxt) (n=0,1,2,""), 


PTE anai} = Cam 


男 一 方面 ， HAEN), yJerLĽo,1], 方程 
d? 
(-gr -4D = fa) 
有 唯一 解 ， 
Z Cn 2Tint 
MD = 2 Cn" 
共 中 


- [ayni at EZ). 
o 


PHE: EDA), #FRE. 


~ Cn 2 2 
blie D realy <M1 DIC = Mi, 


其 中 M, = supro HT <°. 


rEZ 


例 2.6.5 i Z =C[0,1j, A: ut .u(t)， 这 是 一 个 有 
of4) =0,(A)=[0,1]. 
证 Y24E[0,1]， 乘 法 算 子 (4 一 芒 ” :是 有 界线 性 算 子 ， 满 
A: 


1 1 
o) |<... [全 
而 V4E[L0,1]， 方 程 
C(A- tjut) =0 
只 有 0 解 ，uCQ) 二 0CYiE[0,11)， #ELEAT ERGI- A) 必须 
v(4) =0， 从 而 1E ROI- 4)。 这 就 证 明了 ， 
L0,11Ce,(CA)Co(CA5C[0,11, 
好 得 结论 。 - 
例 2.6.4 REZ = L2 0,11], A:uG)retu(G(t), MARAE 
性 算 子 ， +H. 
o(A)=o.CA)=[0,1J. 


证 和 上 例 类 似 ， 仅 有 的 差别 在 于 对 RA- A) 的 齐 划 。 现 
在 ， 因 为 250,11 与 CL0,1] 的 拓扑 不 同 ， 从 而 闭 包 是 不 同 的 。 事 
实 上 ， 一 方面 仍 有 1ERChI ~ 4)》， 这 是 因为 (4 一切 并 EL2L0,1]; 

一 方面 ， 注 意 到 ROA 4) 中 的 画 数 在 t=4 的 任 一 个 小 邻 域外 
可 以 是 任意 的 50,1] 丙 数 。 从 而 ROI- A) = 212[50,1]， 
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6.2 Tenshann 定理 
现在 我 们 来 研究 谱 集 0(4)。 当 dimp <o% 时 ， 我 们 知道 
o(A) 关 尺 。 这 是 因为 矩阵 的 本 征 值 就 是 本 征 多 项 式 
det(A1— A)=0 


的 根 ， 利 用 代数 基本 定理 ， 本 征 值 总 是 存在 的 。 但 是 这 个 方法 不 
能 直接 推广 到 无 穷 维 裤 间 。 我 们 只 好 退 一 步 看 ， 多 项 式 根 的 存在 
性 可 以 用 解析 画 数 的 Liouville 定 理 得 证 ， 现 在 我 们 也 将 设法 利用 
解析 性 。 

定义 2.6.5 HPE R, CA). pC(4) 一 (4 ) 定 义 为 

¿L (AI — A)! (YAEPCA)), 

称 为 4 的 预 解 式 。 

我 们 要 想 证 明 ， 

0) (4) 是 开 集 ; 

(2》 R, CA) 是 p(4) 内 的 算 子 值 解 析 画 数 (定义 见习 题 
2.4.17). 

HECO), RE 

引 理 2.6.6 TEZ) ITI<i MWE- EZP), 
#H. | 


Id- Ty |< (2.6.1 
证 ÆR EK HE Ve. EE E, Ed- T) '[<M 
VVER, ILLEZ, ER x RS xy + Tx 的 不 动 点 ， 大 且 
Hx 和 Mjyjl。 如 今 
[Sx—Sx'| =|Tx-Tx'|<|T||x-x'| (Yx, € 2), 
即 S 是 压缩 映 象 ， 从 而 有 了 哈 一 x = Sx=y+Tx, # R. 


1-]T]° 
šE “事实 上 ， 我 们 有 


x =limS*y = > Tv, (2.6.2) 


# — > k=0 


IT| <1 时 ， _ 
q - Ty = >)T (2.6.3) 
k 0 


后 者 称 为 Neuman 级 数 。 本 引 理 亦 可 直接 通过 公式 (2.6.2 与 
(2.6.3》 来 验证 。 
推论 2.6.7 设 4 是 闭 线 性 算 子 ， 则 (4) 是 开 集 . 
证 i hce), M 
AI =A= (A AI + AI- A) 
= (al -AUI + (Q — À) A- A 


4 [A -åa <I CA = ATHE IF, 
BATI + A-A-A EZP), 


从 而 (CT - Ay 1 = BR, CA) EZ 2), (2.6.4) 
即 得 4EpC(A)。 | 
以 下 考虑 对 R, CA Se. 
引 理 2.6.8 (第 一 预 解 公式 ) ” 设 4,4EpC4)， 则 有 
R, CA) - R, (A) = (u - AR, CAR, CA). (2.6.5) 
证 直接 计算 ， 


CGI- A)T! = (AI - A) uI- A) I -A~ 
=OI-A) (u - API + AI —- AP (u1—- Ay" 
= (u -AAI -A)(I A!'+ (ul — AD>", 
定理 2 ,6.9 HRA R (OEO AREATA. 
证 GD 先 证 R (4) 连续 , aE, H (2.6.4) 及 
(2.6.1) ， 我 们 有 . 
IR. CA)[< R, CANI + A- ADR A |l 


| ~、 
<2|R,,CA)] (GEA 


再 按 第 一 预 解 公式 ， 便 得 | 

[R CA) - R, CA)|<14- A RAOR A 

<2[R, ADFA- A| —>0 CAA). 

(2) 再 证 可 微 竹 。 又 应 用 第 一 预 解 公式 ， 

L C CD = ~ lim R,CAR, (A) =- R, (4). 1 

74o 

现在 来 证 谱 点 的 存在 性 定理 . 
定理 2.6.10 设 A 是 线性 有 界 算 子 ， 则 cC AD) Z. 
证 ”用 反 证 法 。 fp (A = C, JK R, (AEC EEH E 
且 由 (2.6,3) 式 ， 当 |41> 4 时 ， 有 


Jim 


>ho 


RA = Š) Zar A", (2.6.6) 
以 及 
_ 1 _ 
aiia 
因此 ，jR:(4)1 在 复 平面 上 是 有 界 的 。 
为 了 导出 矛盾 ， 对 VJE (如 )*， 考 仁 ( 数 值 ) 解 析 画 数 


usA AFR, CA). 


因为 它 在 至 平面 是 有 界 的 解析 画 数 ， 按 Liouville €, u (A) 
仅 依 顿 于 f AER CATR) 。 再 由 Hahn-Banach 定理 推 
论 2.4.5, RIOD 是 与 4 无 关 的 常 值 算 子 。 依 第 一 预 解 公式 ， 这 
显然 是 不 可 能 的 。 ! 

以 下 转向 估计 谱 集 的 范围 。 

利用 等 式 (2.6.6) 以 及 估计 式 (2.6.7) 可 见 o CA 包含 在 闭 球 
(00,141) 内 。 再 联合 推论 2.6.7 与 定理 2.6.10 可 见 o (A) E — 4 
非 空 紧 集 。 

定义 2.6.11 设 4E.2( 多 )， 称 数 

ToCA) Asup{]A] AECA} 


IRCDIS (2.6.7) 
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为 4 的 谱 半径 。 
由 定义 ， 显 然 有 7。(4) <1AI， 我 们 想得到 更 精确 的 估计 
式 ， 利 用 等 式 (2.6.6) 以 及 Cauchy-Hadamard 收 化 中 径 公式 可 见 ， 
当 
|4|>lim| A * >= 
时 ， Ri(A)E ZC), 由 此 可 见 
r,CA< lim| A * |>, (2.6.8) 
我 们 将 指出 (2.6.8) 是 7。(4) 的 最 佳 估计 ， 记 a 人 7。CA)， 将 
HE: 
lim JAT <a, (2.6.9) 
为 此 任 取 / € Z (22)*, TE £ Bi 2k 
uf (4) A CR, CA). 
显然 4j() 在 |4| 汪 a 解析 ， 又 因为 uy(4) 有 Laurent RER 


uD) = 5 zi fA’), 
4=0 


利用 解析 画 数 Laurent 展开 式 与 收 化 特 径 的 关系 ， 可 见 Ye0， 
级 数 
Daryal, 
从 而 有 
llea reram 


有 界 ， 应 用 共鸣 定理 ， 有 常数 M 之 0， 使 得 
rilA <M, 


从 而 
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lim] A” | <a +E, 
再 由 e>0 的 任意 性 ， 即 得 (2.6.9)。 联 合 (2.6.8) 与 (2.6.97 得 
r(A) = Tm |A* |”, (2.6.10) 


进一步 问 ，(2.6.10) 中 的 上 极限 符号 “iim> ， 能 否 用 极限 符号 
“lim” RR? 是 可 以 的 。 事 实 上 ， 对 于 Y4EC， 我 们 有 
A"I- A" = (AI APP, (4) = P, CAG - A), 


其 中 P(A) = DAAI, 


j=1 
于 是 从 4"EpCA") 可 推出 4Ep(4)。 这 表明 V4Eo(4) AS 
4"Eo(A")。 从 而 有 
MISIA 即 得 |Xi<lim JA*|"=, 
因此 ， 
ro(4) 委 1lim Ja”, 《2.6.117 
联合 (2.6.10) 与 (2,6.11) 便 知 
1 
lim JA" 
存在 ， 且 竺 于 r (A), 总 结 起 来 ， 有 
定理 2.6.12(Texsganx) kZ EBRR, AEZ) MR 


r (A) =lim] A 


注 定理 2.6.11 与 2.6.12 的 结论 可 以 推广 到 一 般 的 Banach 代 
数 上 去 ， 参 看 本 书 续 编 第 五 章 。 | 
最 后 ， 作 为 一 个 例子 ， 我 们 考察 谱 集 ， 
例 2.6.13 在 空间 上， 考察 右 推移 算 子 
A:x= (Xi yxXa Xns C0, XL Xos ne ,Xn ) : 
我 们 将 证 ， 
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c (A) = Ø; 
oA)= (AC C| 4] =1); 
o, (A)y=(A€ C] !4]|<1;., 
证 ”由 于 141=1， 可 见 c(4) 包含 在 单位 圆 内 。 我 们 分 两 种 


G) 141<1。 将 证 ，RGL-4) ={z}-， 其 中 zz 会 (4 和， 
e). WEE #0, Ye) ERAI- Ay, MD X= (Xi1,X2, 
…) EL， 使 得 

Yk = AXk — Xk (K=1,2,.), 
其 中 xoe=0。 因此 ， 

Day A Ae Da 

k=l 


= À"x,->0 (ún—=co), 


即 得 Ww, = Mr=0 (YYyERCGT- A). 


EZ, E yl, A x= Cte) JER 
Xk = — YET MYRta — A Vk Ta — *** (k=1,2,*=-), 
当 4=0 时 ， 显 然 有 x EL 并 且 y = (27 一 Aye 当 ?六 0 时 ， 则 由 
SN 
我 J 有 
Siale (DY) S ll, 
pe PT) kl 


即 得 x€, XIN227At ly =0， 所 以 
k=1 


下 
X= > ÅT  Yk-iti 
j- 


于 是 yk = 4Xk 一 Xk-1《CK=1,2,…)， 即 得 y= 《41 -A)x。 于 是 我 们 
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fr 
R(AI- A) = (z): Alz. 
这 蕴含 了 (EC1I41<1)Scr(C4)。 
《2) |4| =1。 先 看 4=1。 因 为 
y=([- A)x<=> Yk = Xk- Xk a (=1 2 


k 
<<, = 277; (KkK=1,2,.), 
j=1 
所 以 
加 E z 
RGU- A= f er >; >; <=). 
k=1 j=1 


因此 显然 有 RC - Ay, XIXEELP, Ve>0 WERN, WE 
得 


oo 


>; lék? <e2/6. 


k =N+1 


N 
A c= >J. 取 m 人 NN 适合 1cl*/m<e%/6， 以 及 
k=1 


£; G <N), 
y=1- (N+1<j<N +m), 
0 G> N +m), 
便 有 y= G. | D ERU-A), #:HE|/- |<z, AmA 
RO 4) = Ë, . 


于 是 1TEcoe(4) 。 
对 于 适合 14| = 1 的 一 般 4， 可 以 化 归 4=1 的 情形 。 事实 上 ， 
y = (AI — Ayx<=> Yk = ÅXk — Xk (k=1,2,..) 
<> 4t lyp = Arxp— A xp (K=1,2,) 
< Nnk = Šk- Šk (K=1,2,.), 
其 中 如 会 和 ax 以 及 Tk 会 4:-1yr《k=1,2,…)。 此 即 化 归 4=1 的 
情形 。 于 是 
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(ACC|l14| =1)Co (A). 
总 结 起 求 ， 我 们 有 cp(4) = Z, s.CAD=(ACC||A] =1}, 以 
R oA) ={AEC]]AI<Ih | 
算 子 谱 论 是 算 子 理论 的 中 心 内 容 。 在 第 四 、 五 、 六 章 我 们 还 
要 再 深入 讨论 它 。 


习题 

2.6.1 设 多 是 8B 空间 ， 求 证 ， 乡 (22) 中 可 逆 AEI 
算 子 集 是 开 的 ， 

2.6.2 设 A 是 闭 线性 算 子 ,41,4s,… An EO AMME 
又 设 Xi 是 对 应 于 4; 的 本 征 元 (t=1,2,*… ,n)。 求证 ， {XK1 ,Xa 
xna} 是 线性 无 关 的 。 

2.6.3 在 双边 空间 上 ， 考 察 右 推移 算 子 4: 

= Ce pË nl n ot ni tn EP 
PAx= Ce sns =ni "tt =i on, snis Tia 7)， 


其 中 na =Ema MEZ). KE: C(A) =c(C4) = 单位 圆周 。 
2,6,4 EP ZHE Z Me ST 


Ce 


求证 ，cp(4) ={ 人 ECII4I<1) CCA) ={4EC]]å]=1}, # 
H.a lA) =ap(4)Uce(4) 。 
2.6.5 在 L(0,co) 上 ,考察 微分 算 子 


Az DA = HO). 
t 
求证 ， GQ) c Ú (A)=(A/AC€C|ReA<0); 


(2) CCA) = (AC C |ReA=0); 
(3) cr(4) = Z. 
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BER ”广义 国 数 与 Co6omrea 空间 


在 五 二 年代，“ 广 义 函 数 ” 还 是 一 个 有 和 健 议 的 概念 ， 至 今 已 
几乎 成 为 任何 一 个 纯粹 数学 家 与 应 用 数学 家 都 具备 的 常识 了 。 

画 数 概念 是 在 高 等 数学 一 开始 就 引进 的 ，“ 如 果 对 于 量 x 的 
属于 4 的 一 个 ( 数 ) 值 ， 都 对 应 着 量 y 的 一 个 唯一 确定 的 值 ， 我 
们 就 说 量 y 是 量 * 确定 在 集合 上 4 上 的 一 个 画 数 ” ,然而 ， 这 样 一 个 
基本 的 概念 ， 在 近代 科学 技术 的 发 展 中 逐渐 不 够 用 了 ! 我 们 下 面 
用 几 个 例子 来 说 明 ， 

例 5.0.1〈 腺 冲 ) ”本 世纪 初 ， 工 程 师 Heaviside 在 解 电 路 
方程 时 ， 提 出 了 一 种 运算 方法 ， 称 之 为 算 子 演算 (又 称 运算 微 
积 )。 这 套 算 法 要 求 对 如 下 的 画 数 ( 称 为 Heaviside pige) 

1 C0), 

Y (x) = | 

0 (x<0) 
求 微 商 ， 夫 把 这 微 商 记 作 5Cx)。 但 是 我 们 都 知道 画 数 YCx) 着 不 
可 微 〈 事 实 上 它 在 x=0 点 不 连续 ), 因 此 5(x) 不 可 能 是 画 数 。 它 
除了 作为 一 个 记号 进行 形式 演算 外 ， 在 数学 上 本 来 是 没有 意义 
A. TARE: AA 56(x) 在 实际 中 却 是 有 意义 的 。 它 代表 一 
种 理想 化 了 的 “瞬时 ”单位 脉冲 。 图 3.0.1 表 示 实 际 单位 脉冲 的 电 
流 i 和 时 间 上 的 关系 图 ,在 上 = 0 时 接 通电 源 ， 在 上 = 为 时 截断 电源 ， 
总 电量 : 

[r IGt4t = 1. 


É13.0.23 5 BE4B IE T BJ “BE” Waai, 所谓“ 单位 ?是 指 ， 
总 电量 为 1 所 谓 瞬 时 ， 是 指 加 ~0。 这样 看 来 ， 代 表 瞬 时 单位 豚 
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溃 的 电流 的 符号 5(D， 实 际 上 代表 一 串 实 际 单位 脉冲 电 Pë 两 数 
in(t) 在 基 种 意义 下 的 极限 。5(D 本 身 开 不 是 一 个 苹 数 。 然 而 在 
Heaviside 的 算法 中 ， 却 还 要 求 对 5(t) 再 求 微 商 和 作 共 它 运 算 ， 
于 是 问题 便 产 上 生 了 ， 这 一 切 丰 数学 上 究 葛 应 当 怎样 解释 呢 ? 特别 
是 它 的 一 些 运算 法 则 推导 的 依据 又 是 什么 呢 ? 


0. to 
图 3.0.1 图 3.0.2 

例 3.0.2 (Dirac 符号 ) ”在 微观 世界 中 ， 把 可 观测 到 的 物 
质 的 状态 用 波 栈 数 来 描述 ,最 简单 的 波 画 数 具 有 形式 e**( — co < 
x<co),4 是 实数 .通常 要 考虑 如 下 形式 的 积分 
] iàs 
AG dx, 
大 把 它 按 下 列 方 式 来 理解 


工人 


. 1 í" 
el2z qx =lim — elit dx 
27J o a 


A 一 co 一 


. 1 sinnå 
= ]im -一 


ka e À ° 
我 们 立 到 就 会 发 现 ， 即 便 如 此 ， 极 限 还 是 不 存在 的 ! 但 是 物理 学 
家 们 却 认 为 这 个 极限 就 是 前 面 所 说 的 瞬 时 单位 脉 坤 “ 职 数 ”, 记 作 
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(A), FERRA Dirae 符 导 。 在 量子 力学 中 ， 进 一 步 发 展 了 不 少 关 
于 6(x) 的 运算 法 则 ， 寺 广泛 地 使 用 着 ， 

例 3.0.3《 广 义 微 商 ) ”在 数学 本 身 的 发 展 中 ,也 时 常 要 求 串 
破 圳 典 分 析 对 一 些 基 本 运算 《如 求 微 商 和 Fourier 变换 等 ) 使 用 
范围 所 加 的 限制 。 远 在 三 十 年 代 ， 苏 联 数 学 家 C.JI.Co6ones 为 
了 确定 偏 微分 方程 解 的 存在 性 和 唯一 性 ， 发 现 如 果 仪 限 在 古典 意 
义 下 来 理解 微 商 及 共 所 对 应 的 方程 ， 那 么 一 万 面 会 造成 很 多 不 必 
要 的 限制 ， 另 一 方面 还 排斥 了 很 多 近代 数学 工具 使 用 的 可 能 性 。 
因而 推广 了 微 高 ， 引 进 了 广义 微 商 的 概念 ， 提 出 了 广义 画 数 的 思 
源 。Co5ones 广义 微 商 的 引入 ， 在 偏 微分 方程 发 展 中 揭 开 了 新 的 
一 页 ， 为 泛 落 分 析 方 法 应 用 到 微分 方程 理论 建立 了 桥梁 ， 

以 上 用 方 面 都 使 我 们 看 到 ， 虽 然 画 数 概念 十 分 广泛 ， 但 是 ， 
不 论 从 近代 科学 技术 来 看 ， 还 是 从 数学 本 身 要 求 来 看 ， 部 已 是 不 
囊 需 要 的 了 .这样 一 来 ， 自 然 就 有 了 扩充 画 数 概念 的 要 求 ， 我 们 
也 已 经 看 到 ， 问 题 不 仅 在 于 要 引进 一 些 理想 的 范 数 ， 更 重要 的 在 
PHE AAA” BEHR A HEITOR. 特别 
ERE MRAR” DERETA MADERT 
“HEWER” GR. 

首先 我 们 引进 一 些 记号 , 记 多 重 指标 2= CA, 03, an), JE B 
01,02,… ,Qn 记 0 是 整数 ， 

[ol = Zi, Ql = 0 Aa Ont, 

X = xil X22..X7. (V X=(Cx,,X,, 0 ,Xn) CR), 


a _ ai a, a 
O° = 87t 92...071, 


而 且 如 果 B<aC RIE B; <a;, j= l,2, | n) , t] 


(2) -mmr (a) (a): 
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$1 广义 画 数 的 概念 
广义 夯 数 是 定义 在 一 类 “性 质 很 好 ”的 画 数 空间 上 的 连续 线 
性 泛 丽 。 为 此 ， 先 引进 这 类 “性 质 很 好 ”的 画 数 。 
1.1 £ K E BJ 2 (Q) 
设 QCR" 是 一 个 开 集 ，u EC( 如 ) , 称 集合 
F={x€9|u(x)Æ0} 
的 闭 包 (关于 Qy u 的 关于 Q 的 支 集 ， 记 作 suppu. REEK, 
连续 画 数 4 的 支 集 是 在 此 集 外 4 垣 为 0 的 相对 于 2 的 最 小 闭 集 。 
对 于 整数 太守 0《 可 以 是 co) ,C4(0) 表 记 支 集 在 2 ARARE 
CCD MAARRE, TE 
CSCC CCEC COC ECCO. 
下 例 表明 C?(2) 是 非 空 的 。 
例 3.1.1 设 | 


(3.1.1》 


Ce i (]x] <1), 
ioa] 


dx=) 


-i _ 、， 
C, (| e dx) 
Iz|<1 


EAM T EK DJ W MERIO ECR, HE 
| .rcDaz=1l， | 
从 它 出 发 ， 可 以 得 到 许多 C5(R") 的 画 数 ，V ó> 0, & 
LOAI). (3.1.2) 
我 们 有 
命题 3.1.2 设 4(x) 是 一 个 可 积 画 数 ， 并 在 0 的 一 个 紧 子 
集 下 外 恒 为 0， 则 当 5 之 0 足够 小 时 函数 


u, GÓ uy -Way (3.1.3) 
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Æ CICO BJ Bd Ër, 
证 it K ,A{xeER"|dist(x,K) <8}, EAA ô Eig 小 时 ， 
K; ZQ H. us Cx) =0(G(x€ K) BI3.1.1); mi 


atu, (x) = J 099; G -Wdy (VxEK,). (3.1.4) 


图 3.1.1 


这 是 因为 ， 例如 说 对 指标 Co = a 0,1,0), 


rous) =lim| +T Get he, -9 -ja G -Judy 
h0) Q 


=lim| 3 oj, (x+ 0he, — yyu(gydy , 
Q 


h— 0 


其 中 0=0Cx, yE 0,1), e= 1,0, OER", 利用 7 的 连续 可 
微 性 ， 33638 Ma tE 


[9°07s (2) | SMa, (VzER"), 
再 应 用 Lebesgue 控制 收敛 定理 ， 即 得 


ð” ou, (x) = [ limo® oj, (x+ Ohe, — yu dy 
=f a oja (x — Ju (g) dv, 


ZAMM EPR, EEH 的 等 式 (3.1.4)。 
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定理 3.1.3 eu Ch(Q), Wl 
jus -uae 0). 
if Euo ELERIA R" ,在 2 外 补充 为 0， 对 Y 
指标 &= (al G.) a] k 时， 我 们 有 


Dusa) = | ua G - nay 
TEO 
=Í ,09 uC To G ydy 


=f ,ou — 6y)1 CY dy, 
从 而 
(Oru) -0°uGo |< | ,ruc -öy -3u Ody, 
EEH O) = 0(]y]221) ,而 euE) 


(suppu) 人 {xER’|dist(x ,suppu) <i} 
二 一 致 连续 。VY e>0,30<6 <1⁄2, 4 0<8 <8. 时， 
[ðu Cx- öy) -U| <e (YxER” [Y| <1); 
所 以 有 
sup |8Ə“u, (x) -O°u(x)|<e [iayy =, 


推论 3.1.4 若 4 是 2 上 的 一 个 完全 可 加 测 许 ， 由 
[sano (V e€ C(0)), 


便 能 推出 | euro CVyecCg(C2))。 


证 明 从 略 。 留 作 习 题 。 
定义 3.1.5 在 集合 C3CQ) 上 定义 收敛 性 如 下 ， 我们 说 序列 
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(PAF 8o， 如 果 

《1) 存在 一 个 相对 于 品 的 紧 集 KCQ， 使 得 supp《9;)CCA 
(7 =0,1,2,.); 

(2) 对 于 任意 指标 9= (91,… anD ñb f 

max|0°ç;GO -3p | 一 0 UY), 

带 上 述 收 敏 性 的 线性 空间 C3(Q)， 称 为 基本 空间 2 (80)， 

注 “我们 只 在 (2) EBIT AIE, HERRE mik 
壕 收 敛 性 ， 并 不 能 由 任何 模 ， 巷 至 淮 模 所 导出 。F(C(90) 不 是 B* 
空间 ! 

命题 3.1.6 2 (OAJ Sri, BU, Ap 是 一 个 基本 
列 ， 它 适合 

G 3⁄4 3 K, WE suppo; CK; 

Q2) Vz#z>0, Va, 3N=- NG oye N, t1 

max |0 Pa (x) -I Pm Go | <ë (Mm, n>N), 


则 必 有 V0E 2(O), WEE pG. 
证 明 从 略 。 留 作 习 题 ， 
1.2 广义 函数 的 定义 和 基本 性 质 
定义 3,1.7 多 (0) 上 的 一 切线 性 连续 泛 画 都 称 为 广义 画 数 ， 
即 广 义 汞 数 是 这 样 的 泛 函 S ZOR, WE 
GQ) 线性 ， 
LÍ, AiP + AP = A,<f ,P01> + hf ,Pp2> 
(Vo GE ZC), VAI, AER; 
(2) H FEET), RE p>), 者 有 
<f pi> ><] ,00> (7 一 co) 。 
一 切 广义 图 数 所 组 成 的 集合 记 作 多 人 (0). 
例 3.1.8 5- 画 数 , 设 0€ Q, Ex 
<8, p> = 0 (0) (V ec ZA). 
显然 5 是 线性 的 ， 而 且 当 7 一 9o(C& 7 时， 我 们 有 


lg; (0) — po (0) 1->0 (7 一 co)。 
从 而 <6,0;> = 9;(0) >90(0) = <ó ,90> (J->00), 
即 6 在 多 (0Q) 上 是 连续 的 ， 所 以 5 是 一 个 广义 函数 . 
例 3.1.9 对 任意 多 重 指 标 a = (91,… ,0n) ,定义 
<8 py =(—1) (3p) (VoE HO)), 


则 5 也 是 一 个 广义 画 数 . 
例 3.1.10 iSo l 上 的 一 个 局 部 可 积 画 数 ， 即 对 于 任 


意 相 对 于 0 的 紧 集 乒 ， 积 分 
| yepla<e， 
记 作 /Co € LI, CO), WE (x) 对 应 着 一 个 广义 丙 数 
Tsp = | fd VED). (3.1.5) 
证 线性 条 件 显然 ， 再 验证 连续 性 ， 若 07>poC9C0))， 则 


存在 紧 集 CO， 使 得 
suppp;CK, H max |p; (x) — p (x) | >>0 (1 一 co)。 


从 而 由 Lebesgue 控制 收敛 定理 , 便 有 
|<f ,9;> — <f ,po0>| 
<| ILOLE -rcolar>0 Goo). 
注 1 若 把 几乎 处 处 相等 的 局 部 可 积 画 数 不 加 区 别 ， 则 
fx) =f(Lie CQ > 27 (Q) 
的 对 应 是 1-1 的 。 事 实 上 ,要 证 ， 车 fe L, (O, B. 
[| sas =o (VyE S(O)), 


则 f(x) =0(p.p. 于 0)。 这 只 要 证 V 闭 球 B Cro) CORA fC) 


二 0(p.P. 于 B(xo,6))。 为 此 考察 责 数 
signf (x) G€ B(xo,6)); 

FOA 
0 (x€ B(x.,ó)), 
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显然 有 了 EL1(Q) ,大 且 在 90 的 一 个 紧 集 B8(Cxo,6) 外 为 0。 应 用 习 
题 3.1.1，C3(0Q) 画 数 可 以 任意 允 近 这 个 函数 ， 即 责 数 

fewa f EOIR C —- Wdy, 

Q 

当 >E 46 JF, A 

Ifa- Flle! a a 0 (6—0), 
H f. S 2(Q). Miah Riesz 定理 和 Lebesgue 控制 收敛 定理 ,我 
们 有 

faa 08) lG) ldx =| fT dr 


= lim | fCx)f ,Cx)dx=0, 
4; 0209 


其 中 {6;} 是 使 得 六 oF Op OB IEE). BHS 
fœ) = 0 (P.p. 于 已 (xo,67)。 


2 大 不 是 所 有 的 画 数 都 是 广义 画 数 。 事 实 上 ,普通 的 不 可 
测 的 画 数 并 不 能 看 成 是 广义 画 数 。 确 切 地 说 ， 广 义 画 数 只 是 局 部 
可 积 画 数 的 推广 。 每 一 个 局 部 可 积 画 数 按 C3.1.5) 对 应 一 个 广义 
画 数 ， 在 这 个 意义 上 ， 我 们 说 每 个 局 部 可 积 机 数 都 是 一 个 广义 机 
数 。 今 后 ， 凡 将 一 局 部 可 积 画 数 看 成 广义 画 数 时 ， 都 按 这 种 方式 
定义 。 值 得 注意 的 是 这 种 对 应 并 非 在 上 的 ,也 就 是 说 ' cO) 含有 
比 Lhe(Q) 更 多 的 元 素 ( 见 习题 3.1.2)。 也 正 因为 如 此 ， 我 们 才 把 
2” (Oh) 63 920)” LAM. 
例 3.1.11 车 4 是 Q 上 的 一 个 完 双 可 加 测度 ， 则 
<f ,p> = | pdu) (VyE D0)) 


也 定义 了 一 个 广义 西数 ， 这 对 应 同样 是 1-1 的 (推论 3.1.4)。 
例 3.1.12 若 Q=(0,1), 则 
<f p= Dp 人 (3) (V e€ DO)) 
j=1 
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也 是 一 个 广义 函数 。 

定理 3.1.13 为 了 je 2' (2)， 必 须 且 仅 须 对 任意 相对 于 2 
的 紧 集 无 ， 存 在 着 常数 C RIENE km, WE 

KEE supl9"p | (V e€ 2C) ,supp’ CK), 
lajam 7E 
(3.1.6) 

证 “充分 性 是 显然 的 ， 下 证 必要 性 。 用 反 证 法 。 众 若 不 然 ， 
有 有 紧 焦 天 ， 使 得 (3.1.6) 不 成 立 。 因 为 (3.1.6) 对 9 是 齐 欢 的 ， 所 
IYI EN, IEZA), E43 supppiCK， 关 满足: 


1 . 
rsup19“pj| <— (]a|=<), 
xz €K 了 


以 及 <f ,gj>=1。 因 此 ，{9;} 在 BC0) 中 收敛 于 0， 从 而 
<f 97>->0 (~>co)。 
这 显然 是 不 可 能 的 。 
1.3 广义 测 数 的 收敛 性 
FEZ’ (0) 上 可 以 规定 加 法 与 数 乘 ， 
<, fi + Aafa) P> = ASF P> + A,<f, ,p> 
(VoC€ 2əXO), YA AER’, 
从 而 多 CQ) 构成 一 个 线性 宏 间 , PB EEZ (Q) L B| Á xg 
A. 
定义 3.1.14 称 {fj} 己 2’ (DARE f € 2” (Q) , EIE: 
<fi p> ><a, p> (VE DO)). 
在 此 我 们 强调 一 下 : J LERET Et A 55 WJ e 
化。 举 几 个 例子 看 ， 
例 3.1.15 Æ R! 上， 
fioo = 1 Six 
是 一 昌 Lie (RD HZ Am AERES LARI. 我们 有 fi 
6(2 (Q). 
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《7 = 工 ,2，…) 


证 因为 有 
lim | Sn gy = 1， 


所 以 VpES (RD ,存在 To>0, 使 得 saPPYCT 一 7o7o, 一 方面 ， 
当 了 >To 时 ， 
[eyes = |” Hdss 


另 一 方面 ， V £>0, F T, 足够 大 ， P.S T >T, 时 ， 


4 rr sinj 


dx v-1| <> 


-T 


Mmi T>max{T,, T yt, 


Hi 


1 全 E 
ip> -oO |< | , Eee -9(0)]dx | + +—|#0) | 


x 


『 sinjx PC) + øC- x) 一 29(0) y, + 全 9(0)1。 


-1 
Tx 


Bl T, H Riemann-Lebesgue ©, TEU IE # Z o 当 J >n 
时 ， 


1 sinjs Pte) 29C0) dx|< =, 


于 是 得 <fi,9> 一 900)=<6,g>(Y e€ 2RD. 

例 3.1.16 设 7;(x) 为 例 3,1.1 中 定义 的 画 数 ，5>>0， 则 当 
6->0 时 ，7s 作为 广义 画 数 列 收敛 到 OCC (R), REMi 
表示 广义 画 数 ， 

<Ó, P> =Po) (CVeEZCR')), 
则 J, Cx — xo) > rge 

证 直接 利用 定理 3.1.3。 

例 3.1.17 设 fi(x) 是 2 上 的 一 串 局 部 可 积 东 数列， 并 且 对 
任意 相对 于 0 RRIK, TEWE Mi， 使 得 


If | ME (VxXEK, 7=0,1,2,.), 
HH. fi) >f (x) (>00) (p.p. x€ O); - 则 作为 广义 画 数 列 fs, 


<s> = | dy G =0,1,2,), 


在 广义 画 数 意义 下 收 丝 到 fo. 
证 由 Lebesgue 控制 收敛 定理 直接 得 到 . 


例 3.1.18 设 f(x)=e "中,， 合 

fi STEA TE s ei (f=2,3,%); 
则 有 

<fi py ><, p> Cvece 2(R")), 

其 中 Sj EAR 万 (z) 所 对 应 的 广义 画 数 (7 =1,2,3,…)。 

证 明 留 作 习 题 。 

习 题 

3.1.1 PZ 1=<p<co, KIE: CCDE L (Orb 88%. 

提示 (1) #ucLr(O)G(1<p<co),u (xX) 是 按 (3.1.3) 构 
造 的 画 数 ， 则 按 Young 不 等 式 ( 见 引 理 2.5.14)， 便 有 

lus lps lulp. 

(2) 用 Jlyəsun 定理 证 明 Co(C2) 在 地 (2) 中 稠密 。 

(3) 用 典型 的 s/3 论证 法 。 从 uEL?(Q0) 出 发 ,为 了 找到 
u € C%(Q), EEEN u 的 误差 

lu, -u|ə <, 

我 们 可 以 分 三 个 步骤 进行 ， 每 步 引 进 的 误差 各 小 于 e /3. 

第 一 步 。 ecca), EYi|u- | s </3; 

第 二 步 。 找 gs ECO, ER lo -gejlp<es/3， 

第 三 步 。 找 ve ECI), EIs -asjp<<e/3。 

3.1.2 求证 ,5 画 数 不 是 局 部 可 积 函 数 。 

3.1.3 设 
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to = (+) G =1,2，…)， 


求证 ， f; G >e (2’ RD). 
3.1.4 Æ Z' (RD 中 ， 求 证 ， 


B1 


1 
x X + == ŠG) CE0 + y 


《1) 元 


(2) zzgl- Haoa, 


3.1.5 ZOCR’ 是 一 个 开 集 ， 又 设 天 是 9 的 一 个 紧 子 集 ， 
求证 ， 存 在 一 个 巩 数 %EC%C(Q0)， 使 得 0 所 pCx) 志 1, 且 pCx) #E K 
的 一 个 邻 域 内 恒 为 1 。 


$2 B, =Z iBJ 


我 们 来 仔细 分 析 今 (2) 的 收敛 性 ， 同 时 也 研究 一 些 其 它 有 关 
的 空间 。 设 KK 是 相对 于 9 的 紧 集 ， 又 设 C”(0) 表 示 8 上 的 无 穷 
KAMARE RISIA 

Z g= {p ECCA) | suppe K}, 
其 收敛 性 规定 如 下 :97 一 9o， 是 指 对 任意 的 多 重 指标 c ， 
max |" Cp; = 00) (X) |—>0 (jf->00). 


我 们 当然 想 用 模 来 到 划 这 种 收 丝 性 ， 但 是 无 论 如 何 这 种 收 丝 
性 不 能 用 一 个 模 来 描写 .事实 上 ， 可 以 引 和 人 人 可 数 个 模 ， 


loln= > max| 3° p(x) | (m=1,2,=), (3,2.1) 


| 
上 的 四 伊 性 是 由 这 可 M 多 个 楼 (pl } 描 写 的 ， 为 了 9i->0 
(多 k)， 必 须 而 且 仅 须 对 YmEN， 有 
le; L 0 (j>), 
即 YVe>0 YymeEN, IN=NCE, m), Ea |e; | | < G>N). 
于 是 引 向 
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定义 5.2.1 设 名 是 一 个 线性 空间 ， 称 它 是 可 数 模 空 间 ( 或 
B; 空间 )， 是 指 在 它 上 面 有 可 数 个 什 模 人 .mw}?， 满 足 ， 
G) ]x+sula < ]Ix]a + fyli: 


C2) Ax], = Wala 

C3) |x]=z20,101a = 

(4) ja oem …) < x = 0, 

注 1 实际 上 每 个 | Ta EFE. 

E2 ”在 可 数 模 空间 定义 中 ， 可 数 个 千 模 可 以 换 成 满足 下 列 
条 件 的 可 数 个 中 模 ; 


jx 和 sjh <. <s]; (v x€ 25. 
EKE, RME 
lala = max Clai Eim CV x€ 2). 
完 义 3.2.2 在 线性 空间 2 上 给 定 贞 组 可 数 个 侍 模 
(elm 与 {Ie la}? 
它们 是 等 价 的 ， 如 果 它 们 导出 相同 的 收敛 性 。 
命题 3.2.5 在 线性 空间 多 上 ,为 了 两 组 可 数 个 利和 巷 
(ilay; 与 {lela}? 
是 等 价 的 ,必须 且 仅 须 ，YmEN ,3m' EN 及 Cnm >0, W43 
[x] £ SC um: [x] m (vx€ £), 
HELY” EN, InENR 3Cr a>0, E4 
lela Cs nlxl O x€ 2). 
HEBB BE. 
命题 3.2.4 每 个 BB; 空间 名 必 是 一 个 F* NdT 
是 可 数 个 牢 模 ， 则 


EJES 


|x] = beri (V x€ £) 
一 个 准 模 , 首 且 全 导出 的 收 敏 性 与 人 导出 的 收敛 性 一 致 . 
证 明 留 作 习 题 ( 参 照 s 空间 的 收敛 性 ， 见 例 1.4.7). 


以 下 举 一 些 B* 宏 间 的 例子 ， 
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例 3.2.5 Zr Æ Bi 宏 间 ， 共 可 数 模 | :lm 按 (3.2.1) 规 定 . 
例 3.2.6 2 (0), iO & R 中 的 任意 开 集 ， 又 设 Kn 是 一 
品 相 对 于 O MRE, EE 
KCK, C CKE, UK, = 9, 


HA 
lolm= È, max op)! (m=1,2,). 
用 8 (9) 表 记 带 有 可 数 模 {lojnj7 的 线性 空间 CC2)， 则 8 (CO) 


是 一 个 BY ARCHE). EL, 为 了 9;->0C(8 (92))， 必 须 且 
仅 须 Vse>0，VYmEN，3N=NGe,m)， 便 得 


max [3p OD] < (v ]a|<m,v >N); 


或 者 说 ， 在 每 一 个 相对 于 0 的 紧 集 Kw E, Em kS 
AFO .° 
g Z(O) ERATE RRIK m Rue oe. BI, i7 a] 
的 紧 集 列 定义 出 的 两 组 可 数 个 侍 模 是 等 价 的 ， 共 证 明 留 作 习 题 ， 
例 5.2.7 ZR). 用 (R") 表 记 集 合 
k 
(e€ C%#(R')|sup| Q + |x]?) ° O°p(x) | 
< Mk ,., <00 (k,la| =0,1,2，…)}。 
EPRA 
lola = sup (Q+ xD Ip] Cm=0,1,2,.). 
SRO LEERI ARRE IERM EEE 95 38 Bb 
Jeff ñ 382 TERR. 确切 地 说 ， 对 任意 非 负 整数 m 及 多 重 
指标 。， 都 有 


lim + [xD T oC) =o, 


定义 3.2.8( 完 备 性 ) 一 个 Bš 空间 多 称 为 是 完备 的 ， 是 指 
共 中 的 任何 基本 列 都 是 收敛 的 。 完 备 的 B: 空间 称 为 Bo 空间 。 

例 3.2.9 F(R") 是 B, 空间。 

证 设 {9,Cx)} 是 CR") 中 的 一 个 楚 本 列 ， 由 定义 对 
YmENA 及 YE>0,I3N=N(m,e), 当 4h,v>>N 时 ， 


pup C+ [x] E Cpa =p Se (3.3.2) 


《1》 因 对 每 个 m ,人 py 是 有 界 的 ， 故 必 存 在 常数 Mm， 使 


得 
sup (1+ |x| 7[3 p, G) | SM i (=1 2，)， 
H 

从 而 


Mn 
[0°p,(x) |< [x72 (3.2.3) 


此 外 ,在 任意 有 界 闭 球 |x| 三 R E {0p (2)} 依 一 致 模 是 基本 序列 ， 
所 以 在 1z| 委 只 上 ， 它 有 一 个 一 致 极限 Va C), 


M 
lw. GO |< Tr xz DA qalsm). C3.2.4) 


C2) Pal) = 0°”Yo《x)。 共 实 我 们 只 要 证 明 
V asoro) (x) = 0, PoC) 
WET, BWL20382882r MAMAR AHE. RE 上 ， 对 任意 的 
R>0, |x| <REF, RIE 
0,,0 CX) SY u 0... 0 (x) (u >00), 
以 及 Po 220, (x) G co), 
xV s>>0, 取 Mi>0， 及 NoEN ,使 得 


dx, E 
| Ix [sy < 4M 
以 及 
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E 
[Wasa 0) G) -9z,9, GD] IMT (|x|<M:,.> No; 


便 有 


z 
1 
' I y (1305-30) (x 3 m ,Xn) dx’ =P, (X1, Xe Xn) 


= [| Chaon G, Basp, (x 2) dx 


<f ,| Wersoss0) Œ pe) | dx” + | 


lz" I>M} vlz’! 


, EPR PEH ,*) 1 dx’ 
> 型 1 


+ also G, — Ose0s Cr’ sd 


lz’ <M] 


E€ , _E 
<2M, + AM +M: . AM: =e, 


从 而 WEO = aao O, edx, 


Hp Pasos) (X) =0,,b (x), 
这 也 同时 证 明了 W(x)E .2Z2(R >. 

G) |e, -volm>0 (2 一 co)。 事 实 上 ， 对 Vs>0,3R>0， 
使 得 当 |x*| > Rir, 


a M m 
sup 10 Le, (x) — o (x) J| =+ f| <. 


FAEN, 0434 52N bh, #E|z=|<R 上 有 
Sup lO Co, GO -PJ <s, 
从 而 drp, (ZI PC) (ro0, V x€ R°), 
因此 ， 在 (3.2.2) 中 今 p-> co HI 
le» — yoll<<e (YVv>N). 
于 是 安 间 .S(R") 是 完备 的 | 
注意 ;多 (0) 不 是 8s 宏 间 ,但 是 关于 多 (C0) 的 收 钙 性 我 们 有 ， 
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命题 3.2.10 为 了 o>), BALRA E E R K 
KCO, fE o 0, C 2r mH 
jo, -olm >0 G—oco,m=1,2,":), 
H lolm e 是 Zk ETR. 
“证明 留 作 习题 。 
正如 在 § 1 RLAR, 2 (ORR MO W $k 2: Pk, E 
` 2 (Q) BJ deti 2E B|, HTZ, Z (Q), FROR EZ 
JE BV fU M Bh 2 3 ië E2, #' (Q), Z (R"), X 
Q=R* 时 ， 简 单 地 记 作 Zk, 多 ,2'. RRE 
ETF cC =k. 
首先 ， 我 们 要 讨论 这 些 空间 有 是 通 多 元 素 ， 然 后 设法 把 它们 
表示 出 来 。 为 此 ， 我 们 把 下 空间 上 线性 泛 画 的 连续 性 与 有 界 性 的 
关系 (定理 2.1.11) 推 广 到 B, z£ B), 
引 理 3.2.11 设 多 是 一 个 Bo 空间 。 为 了 多 上 的 线性 活 西 f 
是 连续 的 ， 必 须 且 仅 须 3mEN 及 Mnm>>0， 使 得 
EPS Malolan (V ec 2). 
证 充分 性 显然 。 必 要 性 用 反 证 法 。 侦 车 不 然 ， 对 YnEN ， 
xn€ 2, WE 
KEDARI ETET (3.2.5) 


G) 3 3NCN, xnl 2800 V n2>N),4r 
Xn 
ASTEA mN), 


那 末 


yn p = Fele <+ (4 n22max(N ,pn))。 


故 y.—>0(n-=co), B| f,y,2|>21G@G2>N)5, X&35 f Bm SE EF 
盾 。 
(2) 如 果 存 在 (mi) ,使 得 Xn, 上 ， =0Gí=1,2,-.), RKE 
|<f,x,,>|2>0, 分 
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Xn., 


B py 0512) 


EEE Yn >= 1, Elya, la, =0G=1,2，…)。 这 也 与 了 的 连续 
性 矛盾 。 
定理 3.2.12 任意 Bo 空间 2 具有 足够 多 的 连续 线性 泛 M. 
证 车 f, 在 多 的 一 个 线性 闭 子 空间 Vo LAENE. 线性 E 
续 ， 则 存在 华 模 | n 及 常数 Mw 之 0， 使 得 


|< >] < M,|x]|, (V x€ 2). 


对 于 秆 模 | |m MH Hahn-Banach 定理 ，fo 可 以 扩张 到 至 宏章 
Ps 成 为 了 满足 fl], = fo 县 


{1<f ,x>| <M;,.l<x |, (VxC€ 2); 


从 而 f€ +， 于 是 X Va, 37/62, $ 8<f,x > =l, 

由 定义 即 可 推出 

命题 3.2.15 如 果 有 一 个 Bo 空间 和 i EDOT, M 
@(O C, HE 

PiP (2 ((0))=>0; pÓ (2), 
那 末 多 上 的 任意 一 个 线性 连续 活 画 上 ， 必 有 JE 27 (Q). 

例 3.2.14 Z = # (DRL (APLC OKEN) 
ER EZOZ, JM 44 #' (Q), Lt(Q)G /p+1/4=1), 
[C*(o)]* 等 部 包含 于 27 (2) 。 

现在 我 们 来 用 积分 表示 P 中 的 广义 画 数 。 

定理 3.2.15 为 了 fE9 ,必须 且 仅 须 IMENA u, € 
LRG 委 全)， 使 得 


<f ,9> = 5) | ,ascoa“pCoCl+ |x] dx (YPES) 


lal<m 
证 ”充分 性 显然 ， 只 须 证 必要 性 。 
(1) HER 
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| a+ zlprlarpcolzao 二 ms 


lolsA( >; 


lal<m 
是 2 上 的 一 组 等 价 模 。 这 是 因为 
dx 


Piss E p aslron], ays 


lajem zer” 


<clel2,., 
以 及 
oml = sup] C + |x |2 Targ] 


Ix eda, O + |x |?) 20°pCx) |dx 


<s | ， 
R 


lajam 


=e sup f.a + lx] T] get epc) dx 


lal<m 


《其 中 e= (1,… ,1)) 
m+ n $ 
<C > (| ， A+ |x|2) 137o) rdx) 


lal<min 


x +: 
(lastr) 


<c|llel,.,.. 
(2) 对 了 应 用 引 理 3.2.11， 3 mE N， 使 得 
[<f ,p> 1cn dol’ (VeeS), (3.2.6) 
于 是 f 可 以 连续 地 扩张 到 以 | ` la 为 模 的 Banach 人 空间 Z, 上 。 
注意 到 | 上 满足 平行 四 边 等 式 ， 所 以 它 可 引出 内 积 
Oas D | orecoamcodr |x|D Tax, 
la |<m Y R 


并 且 构 成 Hilbert 2 BJ. 
G) 现在 应 用 Riess 表示 定理 ， /对 应 着 4 c 如， 使 得 


<f ,9>= >) [CO |< |?) > dx, 


lajam 
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“其 中 fiuo a+ elede, A 


u(x) = (1+ |x] Eau) (|a|<m); 
便 有 u ELR, #EB3FEvV oc Z, # 
fs99= D | oP + xl) Tax, C3.2.7) 
|al<m 
习 8 
3.2.1 验证 ， 在 例 3.2,6 中 ，g (0) 上 的 收敛 性 与 紧 集 列 
{XK} 的 特殊 选择 无 关 . 


3.2.2 iX|el; = Wy; |w*'0°2(xz)] (m =0,1,2,…), 求证 : 
sia|<m 
TER” 


Bl - la 是 CR") 上 的 等 价 可 数 模 、 

3.2.3 ”验证 BkCQ) 与 8g (ORE B, zz B]. 

3.2.4 设 名 是 一 个 Bs 宏 间 ， 求 证 其 一 切线 性 泛 画 组 成 的 
空间 估 '， 按 米 呢 收 化 是 完备 的 ， 特 别 地 ， 多 k ,9 ,多 ' 都 是 完备 
的 。 

3.2.5 设 C 是 复 平面 中 的 有 界 开 连 通 区 域 。 记 4(c) 为 C 
二 的 解析 画 数 全 体 ， 按 下 列 方式 规定 可 数 竺 模 组 成 的 窄 间 : iZ 

GECA CA OC CG, C@,C CG 
是 一 列 连通 集 ，Gn《m=1,2,…) 是 开 的 ， 鞭 边界 由 有 宅 多 段 可 


leln, = max] (z) | (YoEACG))., 


ZEG m 
求证 ，A(G) 是 B, ZR 33616,)2=iCACGG), HEIM a)i 
使 得 | 

Jo. |<M, C(m=1l,2e;n= 1,22.) 
则 {pan}? 必 有 收敛 子 列 ， 


83 广义 画 数 的 运算 


A:I (0) 是 一 个 线性 算 子 , 称 它 是 连续 的 ,是 指 
pp DO)IOAg> A (2(0)). 

例 5.5.1 任意 微分 算 子 9" 是 允 (2) 上 的 连续 线性 算 子 。 

证 YYV 相 对 紧 集 KCO ,.0 Z. Zx, HEE 


laolm= 2 max 1909) | Slohnee, 


iiam < 
注 0° 在 L:(0) 上 不 是 连续 的 ! 但 却 是 闭 的 ， 
例 3.3.2 ”乘法 算 子 。 设 YE Ce(9)， 由 少 决定 一 个 乘法 算 


子 
À : pmyo (ve € DO)), 


那 末 人 4 是 线性 连续 的 。 
证 因为 V 相 对 紧 集 KO, A: ZrZr HR. 
jeolm= 2) max [9° (+) GO) | 


laj<m 


. < max 
TEK 


PA OG 


Baa 
<Cm, pein. 1 
在 多 '(0) 上 定义 算 子 A* 如 下 ， 
<A*f,g>=<f,Ag> (VoEDBQ), YEZ’ (D), 
显然 ，A* : ZB’(0) 一 多 ' (0) 并 且 是 连续 的 。 ERE #n E f; 
f (OD). RRA V e€ 2(Q), A 
<A*f;i p> = <f;, Ap>—> Lf , Ap> =<A*f, o>; 
即 得 A*f;—A*f, 
按照 这 种 方式 我 们 来 定义 广义 图 数 的 各 种 运算 ， 
3.1 LRA : 
定义 5.5.5 称 9" =《 一 1)"(9)* 为 a 阶 广义 微 商 运算 ， 即 
YEZ’ (QO), 
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ajam 


<0° f ,9>=C-1) "Kf,0°9> Cyrez). 
注 1 车 f(x)ECiCQ0)， 依 自然 对 应 ; 


| <o> = | Foda (V e€ 2 (Q) 
i 
产生 的 广义 画 数 了 有 广义 微 商 5s,f( 即 5°f,a= 0,0,1; 0, 
… ,0))， 同 时 f(x) 有 普通 的 微 商 9z,f， 我 们 说 55 f EJE 0, ;7 对 
应 的 广义 画 数 。 这 是 因为 
Cssf ,09 = - fa, > = - | T0596) dx 


= | as, fade (YPE ZCO), 


E2 广义 画 数 对 微 商 运算 是 封闭 的 ， 即 任意 广义 画 数 fc 
多 和 (9Q) 都 可 以 作 任意 次 广义 微 高 当然 ， 即 使 是 局 部 可 积 丁 数 ， 
也 未 必 能 作 普 通 微 商 ， 但 当 把 它 看 作 广义 醒 数 时 ， 总 可 以 作 广义 
微 商 ， 作 广义 微 商 后 所 得 的 是 广义 画 数 ， 未 必 是 普通 画 数 ， 
E3 车 4 ,8 是 任意 两 个 多 重 指标 ， 则 
ETETETT 
E4 由 9" 的 连续 性 ， 
f;y>f mp0" fii" fo, 
可 见 广义 微 商 与 极限 总 是 可 交换 的 
公式 3.3.4 车 


|. (x> 0); 
Y (x) = 

0 (x<0), 
则 OY (x) =6(x)., 


证 DY ,0> = = <Y a, p> = -| wdz 


= ç(0) = <Š ,g> (vec 2(R'>). 


公式 3.3.5 若 654) 是 例 3.1.9 引 进 的 广义 画 数 ， 则 
EET. SAN 
证 <6"6,9>=(-1)'"'X6,0°9> 
= (—1)!°!(0°2g)(0) = <ó), p>, 
公式 3.3.6 DP = 01 tee tdo WE 
了 ixzl2 = (2 — n) O,ó C) (n=3), 
Aln|x] = 2zÓ (x) (n=2), 
共 中 0; 是 及 "中 单位 球面 的 面积 。 
证 G) 3 n=3 时 ，Y ?EBC(R"'), 我 们 有 


A]x| ,p> =<|x]2 =", Ap> = limf EOL 


Green 公式 


lim| | Aixo ods 


a— 0 


Bjel .09 ' 
A sa |, 


其 中 do 是 球面 {xER"||x| =e} 上 的 面积 元 ,r= |x|; 上 式 之 所 

以 成 立 是 由 于 9 具有 紧 支 集 ， 所 以 可 以 取 一 充分 大 的 球 B(9,R) 

={xER"||x] <R}, {E43 supp(2) CB(0,R), JẸ É HL Green 公 

式 。 注 意 到 
A|x|°*=0 (4 |x|20), 


ef do = O00) m0 (He>0), 


1si=2 gr 
m OEO ( 当 e—>0), 
即 得 <A|<x|2-",2>= (2 -—n)e(0)9, 


= (2 —n)Q, <ó ,9> (VE Z2(R:)),. 
(2) 同样 方法 证 明 
<Aln|x| ,p> =2n<6,9> (v e€ DR’))., 
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3.2 广义 函数 的 乘法 
TERM VECO, AR fe 2' (9) ,定义 
<Pf 9> = <J ,p> (v e€ DV)), 
即 定义 广义 画 数 对 OORREED 2 (O) ERER Ti 3E 98 
算 子 .显然 它 也 是 连续 算 子 ， 
公式 3.3.,7 
(Di GO man), 


x"*0"6Ç x) = | 
0 (m<n). 
证 <x?Gn6Kx) ,9x)> =C- 1)”<8 Cx) ,0" x" px )> 
m 
r 


-È ( JOTO) ano 


(—1) "mi moa | 
I Kasa (9” 9)(0) C m2n) 

CID M) seiman I 
-| ,p> (E mn), 
° C m<n), | 


容易 看 出 ， 当 ffELhe《Q) 时 ， 对 VYEC”(Q0)，yf 的 通常 定 
义 与 作为 广义 画 数 的 定义 是 一 致 的 ， 

注 一 般 不 能 定义 两 个 广义 画 数 的 乘积 ， 特 别 是 两 个 6 函数 
相 乘 ， 因 其 结果 不 再 是 广义 西数 。 

3.3 平移 算 子 与 反射 算 子 

VOER”, ZX Tr: 2(R")— Z2(R ')2J 

(rz,0) (Xx) = p(x — xo) (voc 2R), 

我 们 称 rz 为 平移 算 子 。 易 见 r T EZR). 

定义 3.3.8 Vx CR ,7, S Cr. D, MAYER», 
我 们 有 
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<, Í P = Kf ,rT zp> =f, e+ x> (VIE DR')). 
注 Tn 是 平移 算 子 的 推广 。 事实 上 ， 若 f(x) € LL CR"), 
MYLLER”, RITE 
[fxdp dd = | ,fp trods 
=<f, Ta P> =T S > (VIED(R')), 
即 得 ?=uf = jxz-xo)=rzf | 
c: 2 (R"')> 2 (R")E X. 3⁄J 
Cpa =pl (YrER'), 
我 们 称 o 为 反射 算 子 。 易 见 oE (ZCRD))， ` 
定义 3.3.9 Acox*。 即 对 VJe 2' (R), 
<@f,0>= <o*f, p> =<f,op> (V oC (RD))。 
注 0 是 反射 算 子 的 推广 。 事实 上 ， 若 f (x) ELhe(R")， 
则 有 
|. Ddr | ,fp dz 


=<f,00>=<0f,9> (voED(R')), 
即 得 Of = f(— x) = of, 


习 题 
3.3.1 计算 
a) 6231x|; (2) Õ'xi AER! AZ -1,-2,), 

其 中 
ñ (x>0), 
x= 

0 (<0). 

3.3.2 RE: 


Ž iniz =P.V.(#), 
Hp 
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CATES lim Diy (vrE YZ(R)), 


e> 0+ Jiz]>e 
3.3.3 O=, DER, x€ Q, KiE FECHO} ,Xo 
是 了 的 第 一 类 间断 点 且 f” 在 CN{xo} 内 有 界 。 求 证 ， 


2 
I = 7 +[ f(x; + 0) — f (x — 0) JŠ (xo), 
3.3.4 求证 xF V f€ 2: (RODE 
3, f=lim +t re, f- D), 
$ h0 + 
其 中 
e; = (0,%0,1,0,. ,0) G=1,2, ,n), 
3.3.5 求证 HYE (R, ARVER), Eš E 
gG) =<, tup ECR’). 
3.3.6 求证 ， 每 个 je 2/ 必 是 LR 画 数 乘 以 多 项 式 的 
广义 微 商 之 有 限 和 。 即 3us。€E Lz(R") 及 偶数 mn， 使 得 


J=(-1D D LA + |x | u]. 


lal<m 
提示 AHAG.2. NDA. G.2. Dp m TDAI EI w 
是 因为 必要 的 话 可 在 (3.2.6) 中 用 2m Am. 
$4 Z’ 上 的 Fourier 变换 
对 于 ee L CR"), o hy Fourier 变换 定义 如 下 ， 


CIDE) = | Pepe- 2niz- Eds, (3.4.0) 


其 中 Xe = xii txoa 十 十 Xp 
熟悉 分 析 的 人 都 知道 ，Fourier 变换 无 论 是 在 理论 上 还 是 在 
应 用 上 都 是 十 分 重要 的 工具 。 但 是 ， 能 定义 Fourier 变 换 的 函数 
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实在 受 限 制 太 强 了 。 一 般 的 工 :(R"?)(p 盖 1) 画 数 未 必 在 工 !( 了 7) 
中 ， 从 而 积分 (3.4.0) 可 能 没有 意义 。 最 简单 的 画 数 o (x)=1(s 
更 一 般 的 多 项 式 )， 更 无 从 使 (3.4.0) 的 积分 收效 。 引 进 广义 画 
数 的 另 一 个 重要 推动 力 是 扩大 Fourier 变换 的 定义 ， 使 得 这 个 重 
要 工具 能 够 方便 而 又 灵活 地 运用 。 

命题 3.4.1 了 FEY(Y). 

证 注意 以 下 两 件 事 实 ， 

(1) F (Op) = (rik) (Z g) CE; 

(2》 多 (( 一 2rix)29)(C =0° CF9) (2), ` 
便 有 

lF olm = sup C+ || 19°90) (8)| 


[al<m 
(A-z) 


(1 - Z) “(-2riz)og 


-sup Fann] ja 


EER” 
la |<m 


dx 


<s |, 
R 


lalsm 


lalam 


< sup 5 Anna | |x” |dx 
paa R” 
Ism 

<M,, sup (1+ |x |) 2 "| 0° 2 (x) | 
ajam 

<M,|el| mn an (m=2,4,6, -)， 

其 中 Aapa 及 Mm EJK. l 
称 积分 


(FDO = | o expC2rix FIdx 
Amoh Fourier 遂 变 换 , 或 Fourier 积分 。 


命题 3.4.2 FoF, Am sz e zs), 
命题 3.4.3 EEF, M 
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LTP, > =<, Z >, (3.4.1) 


Fo = <P, FH 。 (3.4.2) 


证 crow [f oeri voa 


Fubini 定 理 f so [| ,exp[ ~ 2nixeg Jy (g) ds dx 
š R R 
= <P, F Y>, 


即 得 (3.4.1)。 同 理 可 证 (3.4.2)。 ~ 

定义 3.4.4 ERAZ BELI =I*, (F = CF") 称 为 
广义 了 Fourier(( 逆 ) 变 换 。 在 不 会 混淆 时 ， 记 号 一 可 以 略 去 。， 有 有 时 
为 了 方便 简 记 Ze = 9. 

从 定义 容易 推出 

命题 3.4.5 了 FEI(F')，FEA(9'), 而 且 当 限制 在 上 
时 ， 它 们 分 别 与 普通 的 Fourier 变换 ，Fourier 道 变换 一 致 。 】 

关于 Fourier 变 换 ， 微 商 与 乘法 之 间 . 平 移 与 相 移 之 间 有 着 重 


要 的 联系 ， 见 表 3.4.1. 在 表 中 用 “f。 一 9” 表示 9= 了 Ff 或 
f = zg. 


家 3.4.1 
结 假 
RN fo — >g 
编 >EN 
C1) | Jaf o — «(2nis)og 
C2) | (~ 2riz)af o «og 
C 3) | Faf o — «exp[ ~ 2nia.ć]g 
ca | 


exp[2riavz]f o — ° Tag 


公式 3.4.6 Z[exp( —x|x|°)l]=exp(—mz[[), 
证 设 n=1,， 全 f(x)=exp《 一 xx*)， 便 有 
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f! (x) + 2mxf(x) =0， fo) = 1. 
在 方程 两 边 作 Fourier 变换 ， 有 
2ni¢ (CFI CE +1( Zf)” E) =O, 
CTI) =f expl — xx?]dx =1. 
BJ Zf 与 了 满足 同一 方程 ， 有 具 相 同 初 值 ， 利 用 常 微分 方程 初 值 
问题 解 的 叭 一 性 ， 可 得 
CFFE) = FCE) =exp( — x |Z |°) 
对 于 任意 的 mnEJN， 利 用 分 离 变量 立 得 。 
公式 3,4.7 .956=1,75=1， 
证 因为 V e€ Z, 
< F8, p> = <6 , FP = COROA P). 


(v£cRD5, 


公式 3.4.8 ZG) = 6, G) =ó, 
证 由 公式 3,4,6 可 见 


slr( -< =m exp( 一 ml。 


当今 由 一 co 时， 


exp( -ma )=1 (9'), 
而 miexpC—maltls) >ð CZ), 
由 多 的 连续 性 即 得 ZG) = 5。 同 理 可 证 另 一 个 公式 ，。 
公式 3.4.9 
D CGO) =por PO, RAPO RESIK 
(2) (09306) = (2 这 )“。 
证 表 3.4.1(2)+ 公式 3.4 .8 人 (1)。 


表 3.4.1(1) + 公式 3.4.7~>(2) 。 
定理 3.4,10 F=7, MFIF=FF =], 
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证 veez, vr€R', 
ply) =<, T_yp> = LTy6 ,9> 
=< (exp[ 2ni 0 y]), p> (R3.4,14)) 
=<exp[2xič + y], (0) (E> 


=| ,expL2rit YKI Ed = (FITNU), 


BJ 4 o= Z.Z0, ABH i e = Zo, 于 是 对 VfE9', 我 们 
有 
CF Ff 0 =<], Z FP =<, P> (Voc 2), 
FF =, ITO =<f ,p> (v e€.%), 
即 得 多 = Z, 
推论 5.4.11(CPlancherel 定理 ) 2 fe r, m FIEL, Hu 
Jl. = IF fl (六 保持 范 数 不 变 ) (8.4.3) 
证 因为 对 VoE 24 
lelz: =<p,P>=<F 99, p> = 99, FP>= Fo) 2, 
而 之 在 ?中 稠 ( 见 习题 3.1.1)， 所 以 对 VfiEL,， Gim EF, 
使 得 
jem — Fl —>0 (m— co), 
于 是 对 VpEN， 我 们 有 
lF Omir- I. ml: —>0 (m— co); 
(Fon) E L: HRERL HFIEF PERAR Les, 
可 见 
J = lim F Oml 
ZRF fe L2, HE 
IFS = limlzgnlzs=limlognjzz= 112, 
gk 根据 习题 1.6.1( 极 化 恒等式 ) 与 本 推论 容易 推出 ， 若 f, 
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gEL’, W _ 
Cf, 9I) = (Zf ,F912 CI RREARARTE). 
(3.4.4) 


习 题 
3.4.1 iğ H" (R) ={ue Z |ð uc L (R )(|a[<çm)), 3£: 
中 范 数 定义 为 


lula=( > Irule )2. 


lal «m 


又 对 VuEeH"CR")， 定 义 
lula (f a+ "gw a), 


z HE; 
(1) lul,< os 
D Ie È HROBE 
(3) H"(R") 是 完备 的 ， 
3.4.2 ”对 任意 的 非 负 实数 s， 设 
HR ) = {ueELR YI G+ |E] AE ELR')), 
其 中 范 数 定义 为 | 
lu], = 10+ 1815" 2ac l2 
求证 ， 
D 当 s=mEN 时 ， 这 种 定义 与 原来 H"( 民 ") 的 定义 等 价 ， 
D H*CR") 中 可 引进 内 积 (，，* )， 使 得 lz = Gu,uy2/2, 
G) 设 uEH'CR') ， 求 证， 存在 EL。(R")， 使 得 
a + [ED ELR"), 
#FE. 
<u go =| OEO a VER). 


3.4.3 设 jx) EZR")7， 求 证 ， 
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(FNE = | eos tax, 


即 ，f(x) 按 .的 Fourier 变换 与 普通 的 Fourier 变换 一 致 。 
3.4.4 RIE 方程 4f = 了 在 >'(R") 中 无 非 零 解 ， 


$ 5 Co6ones 空间 与 嵌入 定理 


定义 3.5.1 设 如 SR 是 一 个 开 集 ，m EMER, ISP 
co， 称 集合 
W=*(Q) = (ue L (Q| ue L'(O),|a|=<my, 
按 模 


DN 


l:l <m 


=( > f sacol?az 六 


lal <m 

构成 的 空间 为 Co6ones 空间 ， 记 作 W” (Os Wr (Q), 

定理 3.5.2 空间 W; (OQ) EKER. 

证 设 (tex 和 江 是 殉 ?C9) 中 的 基本 列 ， 那 末 {g"ux)} 是 上? (O) 
中 的 基本 列 。YVYae(ial 委 mmD)， 由 工 ?(2) 的 完备 性 ， 习 goEZ2(C9)， 
使 得 

[ð uk- Jalir? (0—0 (k>) (a <n), 
从 而 VES(2)， 当 [->co 时 ， 
<óds“uk,0>= (— 1) "Cur p> ` 


<Ja, P> C—1)'°'<go,0°9> 
BB g. =O g, HUH gE WFO), H 
luk — Joll mp0 (K— co), 
定理 5.5.5 Q@(R'y# W; R'5yrh 883815, 
证 设 ueEW?CR")， 即 6"uEL?CR") Gal <m). 我 们 对 
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vó>0, 4 
m= f ui C Dy, (3.5.1) 


其 中 j 是 按 (3.1.2) 定 义 的 画 数 。 稍稍 修饰 命题 3.1,2 的 证 明 ， 
即 得 u, CCR"), FEH 


ru) = | uD G Ddy 
=(- Def uoa -y)dy 


-| ,ou (x — y)dy, 


即 gau = (6%u)s。 应 用 Young 不 等 式 ( 引 理 2.5.14)， yve 
Lr(R"') 有 

ONP ESU : (3.5.2) 
aTi L (RDM AT A k CROM k E E E. 对 6"u6E 
LrCR")， 即 有 Ye 汪 0，3vo。 EC8(R")， 使 得 


~ E . 
lva ~- 9°u| 5 < (3.5.3) 
按 (3.5.2) 得 
[0ed = Dal <+ (3.5.4) 
再 应 用 定理 3.1.3， Jô, =ó (86,320, 当 0 <5<ó 时 ， 
， E€ 
[Crea -vale < (3.5.5) 


GEX.: supp vo 是 紧 的 ) 。 联合 (3.5.3),(3.5.4) 与 (3.5.5) 得 
Õu), -Jull <E, 


Bl|Əsu,- 0 u| <E dal Sm), 
注 如 果 用 W"?(R") 表 示 C?CR") 按 模 | wp 完备 化 产生 
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的 空间 , 则 使 此 定理 有 
Wm (R*')= W" R"). 

但 是 对 于 一 般 的 开 集 0,W3'?(0) = Wm? (ORURE. 

EAE, REE 娓 "2" (9) 定 义 为 集合 

SA(ueC%(O)|l|u|, p<} (3.5.6) 

在 模 上 1 . 1w,p 下 的 完备 化 空间 ， 工 把 它 称 为 Co6ones 空间 。 现 在 
我 们 又 称 W"? (Q) A Cobores 空间 ， 它 们 之 A ZEA 什么 关 
R? 

定理 3.5.2 表 明 ， HM (OCW™? (2)。 其 实 还 可 以 证 明 它 
们 二 者 等 价 。 这 要 用 到 一 个 在 微分 流 形 中 重要 的 C 单位 分解 定 
理 如 下 : 

定理 3.5.4 若 4 二 及 "， 而 且 2 是 4 的 一 个 开 和 覆盖 ， 那 末 必 
有 一 族 C” 的 画 数 FF， 使 得 YoE 定义 在 包含 A4 的 一 个 开 集 上 ， 
RETINE: 

(1) 0<eG)<1 (YEA); 

(2) VEA, 3 xE V, EW HR £ oC 8 在 
EJIE, 


(3) Dv)=1 (Yre A); 


PEF 


G) VE ,IJUECG， 使 得 supp eCU, 

这 个 定 下 的 征明 在 许多 数 科 书 上 可 以 找到 (例如 AMM. 斯 皮 瑟 
克 著 ， 章 民 友 ， 路 见 可 至 《 流 形 上 的 微 积分 》， 科 学 出 版 社 ， 
1981.)， 兹 从 上 略 。 

定理 5.5.5(Meyers-Serrin) #:1=<p< o, li 

H=? (Q) = W"? (Q), 

证 只 须 证 明 (3.5.6) 定 义 的 集合 S 在 W"”?(0) 中 是 稠密 
的 。 记 

CRET] |x|<k E dist(x,99)> 元 } CK = 1,2 ,ee), 
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H Qo = Q = Z. MR 
C ={Ur Ur =Q, C Dra, kK=1,2,.} 
Æ Q U — JE JF 3. WIH C 单位 分 解 定 理 中 的 关于 乡 的 一 族 
C” 画 数 。 注 意 到 Vx 是 紧 集 ， 由 单位 分 解 的 性 质 (2), 多 中 只 有 
有 限 多 个 画 数 9%， 使 得 supp vyCUk， 记 Wr 为 这 些 画 数 之 和 ; 那 
末 
ECZ), m B> p=] (vx€O. 


k=1 
设 uEW™m?(Q) ,Ye>>0， 下 面 要 找 S 中 的 画 数 p ,使 得 ju -op 
和 es。 当 0 一 6<1/CGKr TI)CK+2) 时 ， 用 (3.5.1) 中 定义 的 记号 ， 


可 见 
SUPP rt) ss CSO Cs, 


按 定理 3.5.3 证 明 中 的 办 法 可 见 jxE (0,1/(k+ 1)(KX+2)) 适 合 ， 


liu- Qhuya, [|o < 


合 = >) Pru) ;因为 对 Vx€ 9, 在 x 的 邻 域 这 个 和 式 中 只 有 有 
k=1 
限 项 不 为 0， 所 以 EC 9). X Vk €N, Æ 2, E, 


k+ 2 
u(x)= > ua) ñ 


j=1 


k+2 


o) = D Ou E); 


j=1 
k42 


因此 lu- plwm? p DNs > Pulm pE, 

j=1 
Fe k>, Hillu - 2], <e TRTI 08 S, ki 是 我 们 
MEW. 


定义 5.5.6 民 " 中 的 开 区 域 9 称 为 是 可 扩张 的 ,如 果 Vm EN, 
Vp e [1,ço] 3T: W” (Q) 一 W"?(R") 连 续 线性 算 子 ,并 满足 
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Tulə =u (yuce W™?(O)). 
例 3.5.7 R! = {021 Xn ER"'|Xn>0} 是 可 扩 张 的 。 扩 
张 算 子 构造 如 下 ， VYMEN, YuEC”(R?)， 我 们 定义 
u (x) 、 CH x,>>20), 
E ¿u (x) = Sau „Xni JX (x0), 
j=1 
共 中 系数 4 ,hmri 是 Cm+ 1) x (m +1) 线性 方程 组 


m+ 1 


$ -i= Ci=0,1,",m) 
j=1 
的 蜂 一 解 。 不 难 验 证 ， 如 果 uEC"CR)， 则 Enu e C"(R'), H 


JE mulwa SMm, phulwnr a” 


+)? 

其 中 Mn,p 是 一 个 常数 。 

利用 习题 3.5.1，En 可 以 连续 地 扩张 到 W"?(R*) 上 去 ， 使 
R: 成 为 可 扩张 的 。 | 

例 3.5.8 若是 有 界 开 区 域 ， 具 有 一 致 C" 光滑 的 边界 ， 
则 Q 也 是 可 扩张 的 。 

证 Æ% Adams, «Sobolev spaces》 定 理 4.26， 

更 一 般 的 结果 参看 E.M .Stein, «Singular integrals and 
differentiafility properties of functions% p.189, 

定理 5.5.9(Cobones 嵌入 定理 ) 若 OCR 是 一 个 可 扩张 的 
Kik, m>n/2, Mj W™? (2)7 可 以 连续 地 和 典 大 C (OQ). 

证 O 我们 已 经 知道 (习题 3.4.1) 


las= (| a +E Dring ae )* 


是 Wm (有 "的 一 个 等 价 模 。 双 因为 LR) ghy Fourier Gy) 
变换 是 连续 函数 ， 并 且 


lulcuo <| .ac 148, 
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而 当 m> n/2 时 ， 


f a lalag 


| n +f 此 人 二 
<([. a+ 1815=1a c la) (| ae) 
<s, |u ls. 

Jr Pl ilu—u Æ WRCR AERA. 

(2) 令 设 uEW"”?(Q0)， 利 用 延 拓 算 子 了 T， 我 们 有 

lule < Tuler"; Sen ml Tul, 
s<çe|u[wm2 io, 

BI t:u—u Æ Wm 2 (Q—-C(0Q)BJiE2SEBDR A, 

g Ef BJ k AEH, JS DABR lp = 2 是 属于 Co6ones 
的 。 正 是 

ms 1 l myf, F” 
weoi o (= )( m<), 


wos (4 m>), 


共 中 > 表示 连续 由 大 。 

定理 53.5.10(CRellich) i£ OC R" 是 一 个 有 界 可 扩张 区 域 ， 
则 W3C0) 中 的 单位 球 在 地 (2) 中 是 列 紧 的 。 

证 要 证 : 由 {um} WCO), |u,|wi<1, w # H FA 
Un ,使 得 xy 在 二 (2) 中 收敛 。 为 此 记 U, = Tu, ,其 中 了 是 扩张 
算 子 ,并 且 由 习题 3.5.2， 不 妨 设 Un 在 公共 的 .在 及 "中 紧 的 集 
合 玉 外 为 0 。 我 们 要 证 


lus’ -um |: 2 a> 0 CM m ,p'— co), 
注意 到 lup -um [2 a SCU -Um l2 
= C| ,Ds ©) -Üm lid, 
R 
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而 Ün = Í Uneen ‘sdx 


= <e rize ko ns (3.5.7) 
其 中 
1 (x€ K>, 
ak G) = f _ 
i 0 EK). 


H-+|U,|, 2 a SCAR aeit ELR), 再 根据 Hilbert 
空间 LRK Á Em Eberlein- 弄 xyaag 定理 ， 有 子 列 {m }, 
ER Un WA. AmG.5.DA € T HYEER, Ùm OI 
Me x 


ID. C| <([aÍ)* (| U AGO [2dx k 
< [mes(K)] Ë JUml12<const, 
ZE v r>0, 


然而 1 <j G+ |Z|2 |, E- Dy. E) |d? 


| 有 [> 了 


<| ,a + |£ D AO m E)? Op EPE 
<2r Um hiU p OSM, 


其 中 M 是 一 个 仅 依 顿 于 扩张 算 子 工 的 常数 。 
Vs>0， 取 足够 大 ， 使 Mr 一 se/2 ,固定 ”, 根 据 Lebesgue 
控制 收敛 定理 ， 当 m',p' EEKE, 
1=| Dn -0 OPd, 
Iler 


即 得 lum -up lez C m p'o), 
推论 5.5.1] 车 QC R "是 任意 的 有 界 开 E, JJ W 12 CO 的 

FMRE LO FEIR. 
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证 “与 定理 3.5.10 的 证 明 相 似 。 

注 ] WQ) filrintE WO), WIRE 理 3.5.5， 它 也 就 
是 例 1.6.16 中 的 8C0)， 

注 ? 更 一 般 的 结论 是 属于 Konrpames 的 ， 参 看 Adams, 
《sobolev spaces» 定理 6.2，。 I 


注意 到 
2 (MHAOLA), 


TI BL e I p |B] A a F ER, 
L:(Q0)=H3 (Qy*=>2' (Q), 

这 表明 Co6ones ZZ B] BJ 3: $u HOEM L2 (Q Bi 3 
更 多 的 广义 画 数 组 成 的 。 以 下 将 HIO wE HO, 并用 积 
分 形式 把 共 中 的 元 素 表示 出 来 ， 

定理 5.5.12 XT JEH"), DM E i mi aga) 
dajm), $43 

>= > | Ide CYPE), 


Jalam 
证 充分 性 显然 ， 只 须 证 必要 性 . 设 fEH "(0), 因为 
HECO) 是 ;Hilbert 空间， 应 用 Riesz 定理 ，f 对 应 着 一 个 he 
HCO), Eta . 
<f ,9>= (9,h)nm = >| O°h(x) - 022 (x)dx 


lajam” 2 


= 5 | gco5rocDde (yeeHSCo))， 


la |< m 


~ (3.5.8) 
其 中 ga C(x) ADAC) € 12 (O), 


推论 3.5.15 每 个 1EH "(0) 是 上 2(0) 画 数 的 广义 微 商 之 
ARF: 


f= >, gg。 (9a ELCO. 8.5.9) 


lal<m 
证 根据 广义 微 商 定义 ，(3.5.8) 蕴 含 (3.5.9)。 
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注 ] 如 果 先 给 定 g. ELC(Q0)， 那 末 由 (3.5.9) 定 义 一 个 fE 
儿 ' (0)， 注 意 此 f 在 H"C0) 上 的 连续 延 拓 可 能 不 是 唯一 的 , 但 
Ej f 在 H?C0) 上 的 连续 延 拓 却 是 叭 一 的 ， 这 是 因为 C3C0) 在 
H (Qh 883 GES83.5.3), HEE v la|<m 有 


|<6°ga ,9>|< gal 0 oa (v ec Cç(O>5. 


因此 ，(3.5.9》 给 出 了 属于 五 "(9) 的 广义 函数 的 特征 。 

2 根据 修 和 大 定理 3.5,9， 当 m>n/2f, HECO 可 以 连续 
HRA CO) WE mn>>n/2 时 ，C(B) 上 的 线性 连续 泛 画 属 于 
H-"(Q0)。 特别 是 函数 属于 呈 ~”(0)。 例 如 当 7n=1 时 ， 设 XE 
0 全 《a,b5)， 则 

gl <ó, P> = p (Xo) 
在 C(5) 上 是 线性 连续 的 ， 从 而 fz € HTO). 
习 题 

3.5.1 WIRI = (G, x) C R'[x+>>0)B) T JE 验证 
定理 3.5.5， 

提示 vul) EeEW™?(A), ye>0, HBJ U,C) =U ,Xn 
+ 5)， 其 中 x ER, x,2>— =, 

3.5.2 acg, uce W™ (R, Me. u € Wm (R); F 
HBAR ACUT), t1 

Ja “uly <Clu]y= 。 

3.5.3 # m>l, RE: W™(Q)=W' (0). 

3.5.4 Q= (a,b), YV fe L2(Qy, IE, 3l|x € HiCO) , {E 
得 

Ps 
di Tle 
并 且 T:fmx 是 二 2(9) 到 五 9) 的 线性 连续 算 子 。 
3.5.5 设 fCx)EH3(-1,1)， 求 证 . 


(1) fC(-1)=f(1)=0; 

《2) f(x) 绝 对 连续 ; 

O FOEL (这 里 “> 指 的 是 求 p.pP, MK). 

3.5.6 JEH (RD) (定义 见习 题 3.4.2)， 求 证 ， 当 s> 
n/2 时 ， 

GQ) fF) ELR; 

D jx) 与 一 个 及 "上 的 连续 有 界 画 数 几 乎 处 处 相等 。 

3.5.7 EMEN, XiX 

HAE [G+ £ fO Sre R), 

F H" pE 


Ifl- = |ar 1815 Eo], . Cv/fen-s, 


2 R" 


求证 ， 车 feH-", Wes pl 2 8 4 LRH #k ñ Sk Z 
和 ， 


(1+ |£ |) “TRE e L: OR") 


f ， 
Snar r R LR"). 
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第 四 童 ” 紧 算 子 与 Fredholm 算 子 


在 无 穷 维 Banach 空间 中 有 一 类 特殊 的 线性 算 子 ， 它 的 性 质 
与 有 限 维 空间 中 的 矩阵 很 类 似 ， 这 就 是 紧 算 子 。 它 在 积分 方程 理 
人 论 和 各 种 数学 物理 问题 的 研究 中 起 着 核心 的 作用 ， 

关于 线性 代数 方程 的 可 解 性 结果 可 以 推广 到 含 紧 算 子 的 线性 
方程 中 去 ， 这 就 是 Riesz-Fredholm 理论 。 它 自然 包括 了 带 连续 
核 的 线性 积分 方程 的 可 解 性 结果 。 进 一 步 为 了 解决 带 奇 异 核 的 积 
分 方程 的 可 解 性 问题 ， 引 出 Fredholm 算 子 的 概念 。 

对 于 紧 算 子 的 特征 值 问题 可 以 讨论 得 比较 透彻 ， 这 个 结果 通 
常 称 为 Riesz-Schauder 理论 。 


$1 紧 算 子 的 定义 和 基本 性 质 


定义 4.1.1 RZ, ZEBRA, A: 多 一 多 线性 RA 
是 紧 算 子 ， 如 果 4(5,) 在 .% 中 是 紧 集 ， 其 中 加 是 多 中 的 单位 球 , 

一 切 紧 算 子 的 集合 记 作 GE(2 ,9Y)， 当 和 = 多 时 ， 记 作 
€Z. 

注 1 37 AC6G6(02, Z), Q MH M, FZR BJ fE 
EARE B, A) 在 .% 中 是 紧 集 ”， 

注 2 为 了 4EG( 和 ,9Y)， 必 须 上 且 仅 须 ，“ 对 任意 有 界 点 
IL EL {Axr PARAFI” 

命题 4.1.2 关于 紧 算 子 有 下 列 简单 性 质 : 

GQ) CCE, YTL L,Y)., 

证 KA sell EER MAE ACEC, Z), M 

MA WA Ax] = aa <e>] Ax|<M|) x | 
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(V x€ 2). 
(2) # ABEC, J), 9,BEC, M 
oA+BB € &(2, 2). 
(3) CCE, DELCE, ZPR. 
证 TECC, Y =1,2,-), R |T,-T|->0, 要 
E: TECC, Z). YVE>0, WEN, t43 


E 
IT,-T|<, 


对 T (B HL 48 25 J 2/2 网 ， 设 它 为 { ya ym}s 则 


T(B)C U By,e); 
从 而 TCB1) 有 有 穷 的 < 网 ， 即 得 TCB,) 紧 . 
(4) 设 AEE(2 ,9Y)， RELOOP EART 空间 ， 
MWK AAA EC(20, 2). 
(5) ACEC, Z), MW ROCA nf Z. 


oo 


证 RCA) = Un4(CBD ,由 4(CBD) 列 紧 ， 推 出 可 分 。 


(6) RACZ, Y) m Be xz 7,2z), FH jk ADA 
子 中 有 一 个 是 紧 的 ， 则 BAEC(2 , 2). 

证 ”因为 连续 线性 算 子 把 有 界 集 映 为 有 界 集 ， 把 紧 集 映 为 紧 
集 . | 

与 紧 性 概念 密切 有 关 的 是 全 连续 概念 。 

定义 4.1.5 称 4EZ( 姑 ,9Y) 是 全 连续 的 ， 如 果 

xax (B) => Ax, Ax CR). 

命题 4.1.4 EACE, I), MAEAEA Z, 
3⁄ 22 E P J, HEARRE W, M| AC 6(2, Z). 

证 “必要 性 。 设 xn 一 x*， 要 证 ，Axn 一 Ax=y。 用 反 证 法 ， 
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RETZ, 则 F £, 0, K (ni), 使 得 
[Axan - yle. 
HARIG E, (x, 5 LABAR, Mn EaI H 子 列 ， 


不 妨 仍 记 作 {xn;}， 使 得 Ax, ,—z, 但 
Cy*, Axn, — Y> = <A*y*,x, —-x>—>0 (V y*€ Z*), 


BJ Axn — 1, MAy, KEFFA. 

充分 性 。 利 用 berlein-Qxynan 定理 ( 见 定 理 2.5.28)， 老 
{xa} 有 界 ， 则 必 有 子 列 xn r. HARER EI Ax, — Ax, ik 
A 紧 . 

定理 4.1.5 TEG(2, 2)<>T*ECCY*, 2*), 

证 必要 性 。 训 证 ， 若 pa EBICY* 中 的 单位 球 ) , 则 {TT*y%} 
HAKATI. HYEN, A 

PaAI (vre T@)), 

显然 onEC (TCBI))CYnEN), 我 们 只 要 证 有 明 {Pr} 作为 
CGD ERRIA RATIT. ER 上 ， 我 们 
有 

lnL CvnreN,vyeET(B)) 
及 AOR AOIS FAITE ES Ek 
(YnEN, VZETE D; 这 两 个 式 子 分 别 表明 {9%} 是 一 致 有 
界 和 等 度 连 续 的 。 由 Arzela-Ascoli € H, {0a} 中 有 子 列 在 
COM pa MEAT PATIA. 

充分 性 。 用 必要 性 的 结论 a DL T** ecce **, y**), iB 
了 =T#yx|r， 直 接应 用 命题 4.1.2(4)， 即 得 结论 。】 

以 下 给 出 紧 算 子 的 例 。 

例 4.1.6 OCR e—a, KECA, WP = 
Z=); #4 

T: uf KC Du dy (VueC(O), 


J| Te € (Z, 
证 只 须 证 7 (28) 是 紧 的 ， 为 此 用 Arzela-Ascoli 定 EE. #7 
MA max |K(x,y)|, 


zs EQ 
WS |Tu|<Mju|mes(Q), ZH ye>0, H K(x,y) EAX h 
的 一 致 连续 性 ， 了 6>>0， 使 得 对 VEQO， 有 
Kex, y- K ,yy| <£ (jr- x |<), 
从 而 | CTu) C(x) - (Tu) (x)| 
<S Ke -K llud 
<eljulmes(Q) C4 jr- x |<). 

例 4.1.7 设 QCR "是 一 个 有 界 开 区 域 , 双 设 AC 2(EIO)) 
满足 

[Aul aros Clulz2w,, 
其 中 C 是 一 个 常数 ， 那 末 AcE HA). 

证 由 Rellich 定理 ( 见 定 理 3.5.10)，4: H1(Q— L2 (0) 是 
ZRA, X A:L2(0) 一 日 5(0) 连 续 ， 应 用 命题 4.1.2(6) 即 得 结 
j. 

以 下 讨论 紧 算 子 的 构造 ， 

定义 4.1.8 TELC, ⁄), # dim R(T)<co, | #& T 
是 有 穷 秩 算 子 ， 一 切 有 穷 秩 算 子 的 集合 记 EFC, Z). 显然 有 

F(Z, YTCE(P, Z). 
定义 4.1.9 设 fce2*,yE YH， 用 yf r: F ZJ EK T, 
x< ,XY (YLEX), 
称 它 为 秩 HT. 

我 们 用 秩 1 算 子 表 示 f( 名 ,YY)， 有 

定理 4.1.10 ATTEFCZ, 2), VME N 须 ，jyiE 
以 及 fi E RY =1,2,. ,1), 使 得 
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r= DnD 


证 “充分 性 是 因为 R(T) = spanfyiyga ya。 下 证 必要 
FE. ERCO ERÆ {Y2 Yal MYLEZ, J)O}, 
Ei 
Tx = DLO. 


兹 证 4 是 2 上 的 线性 连续 泛 画 ， 

G) LGi=1,2,-… DERE ETT H t ER GK 
示 的 唯一 性 ; 

(D) L; 是 有 界 的 。 事实 上 ， 注 意 HITRA ILO] 都 是 


i=l 

R(T) LAJE, m dim RGT)<co， 所 以 它们 必须 是 等 价 模 。 T 
是 了 M>0， 使 得 

DRO [<S M|T<x|<M|T||x| Cv xe). 

iTi 
P Ho, 3/i€Z2*G =1,2,=. ,7n), 使 得 

Cfisx>=Ux) (YYES)G=12，…)0)。 
于 是 有 

Tx= Dnd = (Jah co (VxC€ 2). | 
i=l i=l 


回 过 来 研究 CE, DHE, RAA FE, CÇ (2 , 2), 
REI: “FCE, =C (和 ,9Y) 对 吗 1?2” 以 下 不 妨 设 多 = 2. 

GQ) 若 多 是 一 个 Hilbert 空间 ， 这 是 对 的 .事实 上 ， 因 为 
VTEGC (2), T(B1) 紧 ， 所 以 对 Ve>>0 BARÉ se/2 RY Y2, 
e Ynt ED . 


TCB5 U3 (os 2). 
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m E, = span{yi, Ya, ,Yn}s HoP. AE, 上 的 正 交 投影 ， JH 
KP TEF), #BHB v<x6€B,, 3 C <i<n),t848 


ITs- |<, 
从 而 IP,Tx -yil = P. T2- y) | <> 
由 此 推 得 ITx-P,Txl<s (vxEB,), 


iT -PTl<e, 

(2) 车 多 是 Banach 空间 ， 利 用 命题 4.1.2C5)， 我 们 只 须 限 
于 考虑 可 分 空间 就 够 了 ， 

定义 4.1.11 设 台 是 一 个 可 分 的 Banach 空 Hj {en CZ, 
称 为 是 多 的 一 组 Schauder $i: VEZ, 存在 崔 一 的 一 个 
序列 {Cn(x)}， 使 得 | 


x= lim >, (Jen CFF), | 


由 于 VnEN，xi Ca《x) 对 应 的 唯一 性 ，Cn(x) 是 多 上 的 线 
TERE. RITHE: 
引 理 4.1.12 Cn(x) 是 多 上 的 连续 泛 画 。 
姑且 先 承 认 这 个 结论 ， 等 一 会 再 回 过 来 证 明 这 个 引 理 ， 我 们 
求证 明 ， 
定理 4.1.15 车 可 分 8B 实 间 估 上 有 一 组 Schauder 基 , 则 
F(Z)=C(2). 
证 G YNEN, $ 
N 
Sut = 之 CoCoen (V x€ 2) 


-1 


He Ry = = 了 一 Sy; MI H JE Ens EM, 习 M>>0, 使 得 
lsxl 和 M， 从 而 |R;|<1+ M. 
(2) 若 TEGE(),Ye>0， 要 找 有 穷 秩 算 子 了 。, 使 得 j7 一 
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T,l<s, 8 了 0B,) 紧 ， 存 在 有 穷 的 2/L53CM+1)] 网 
{Yi Yrs m); ` 
HJ v x€ B., 有 naim), 使 得 
[Tx -sil < rT (4.1.1) 
又 由 Schauder 基 的 定义 ，3ANEIN ,使 得 
lsr- Snyil<3 G=l,2,2 m), LLD 


但 因 上 Sa 站 委 M， 所 以 由 (4.1.1) 有 
M . 
ISa CTx)- Syri] <M Di (4.1.3) 


联合 不 等 式 (4.1.1) 一 (4.1.3) 就 有 
[Tx—(S#T)x|<8 (CYxEB), 
AT, = S T 即 得 所 求 。 
引 理 4.1.12 的 证 明 在 如上 引入 另 一 个 模 ， 
DxH = sup|Sxx] ; 


N 
其 中 Sy(x) = Cn(x)en(Y XE 名) 不 难 验 证 名 按 0 .0 是 完备 


H HE 
Jz} = limlswzl<Dx0 (VE). 
由 等 价 范 数 定理 (推论 2.3.13)， 习 A1 >>0， 使 得 
QUxUs< Alzl (v x€ 2), 
于 是 对 YnEN， 我 们 有 
[Ca Ge, | = Sax- S,- i x|<<2[]x]|<ç2M,|x] (v x€ 2. 
由 此 可 见 ，YnEN， 
ICnCx)|<2M lenl |x] (v x€ 2). 
故 Cu.(xz) 是 连续 的 (2=1,2，)。 Í 
Banach 全 提问 ， 是 否 每 个 可 分 的 Banach 宏 间 都 具有 Schau- 
der 基 (1932)? 如 果 这 个 结论 是 对 的 ， 那 么 便 能 推出 Fe) = 
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CCZ). $ mE Z19734, F h Enflo 作出 否定 的 回答 :存在 一 个 
可 分 的 8 空间 和 它 上 的 一 个 紧 算 子 ， 这 紧 算 子 不 能 为 有 穷 秩 算 子 
所 逼近 ， 参 看 Per Enflo,A counterexample to the* approxima- 
tion problem in Banach spaces, Acta Math, 130(1973), 309- 
317 .不 久 ，A,.M. Davie 给 出 了 一 个 较 简单 的 证 明 ， 参 看 Davie， 

The approximation problem for Banach spaces, Bull. London 


Math, Soc ,5(1973) ,261-266 . 


J 题 

4.1.1 设 多 是 一 个 无 穷 维 下 空间 ， 求 证, FAAEE), 
则 人 次 有 有 界 逆 。 

4.1.2 设 多 是 一 个 刁 空 间 ，4E22 (22) W lAa] 
CLEF), Hha RERA. KiE: ACCOR EDELE 
条 件 是 名 是 有 穷 维 的 ， 

4.1.3 BZ, 22 Bz MAEZ, y), KEC, Z), 
如 果 RC(A)CRCK)， 求 证; ACCC, Z). 

4.1.4 IZH Hilbert #9], A: H>H Æ K 算 T, XR 
xn 一 xoygyn 一 ye， 求证 ， 

Cln, AYn) > (xo , Ay) (n— co), 

4.1.5 BEZ, JABR, AESC, Z), im Æ RA) Hl 
H. dim R(A) = co， 求 证， AECCZ, 2). 

4.1.6 IE OnEK, vr>0(n—>c), KIE: 映射 

T : {En} {Ontn} CV {Ën} EL) 


是 Cp 之 1) 上 的 紧 算 子 。 

4.1.7 设 0CR"' 是 一 个 可 测 集 ， 妈 设 f 是 0 上 的 有 界 可 测 
HA” KiE Fix) E LO ER 算 子 ， 当 且 仅 
%4 f=0(.P.F 9). 

4.1.8 设 0CR' 是 一 个 可 测 集 ,又 设 KEL(Qx0), 求 证， 
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A : u(x) -Í Kx,Du(Dd (vueL (0)) 
o 

是 L2(O5 ER S St f, 

4.1.9 H E Hilbert æf], ACCC) {en} Æ H BJ E 
规范 集 ， 求证 ， lim(4en,en) = 0, 

4.1.10 设 名 是 B 宏 间 ，AE € (Z), Zo A £ BJ B] F 2 [B] 
HE ACC 222. THE: St 

T : [x] -—Ə[L AxJ 

是 商 空间 多 /和 上 的 紧 算 子 。 

4.1.1] RZ, Z, Z A Bz |a, 22C ZC Z, ku R. Z> 
f 的 联 和 了 映射 是 紧 的 ，. 多 一 人 的 说 入 映射 是 连续 的 ,求证 : V e>0, 
g3c(e)>0, 444 

lels selxlie+ exl, (Vv x€ 2). 


§2 Riesz-Fredholm 理论 


本 节 斌 究 与 紧 算 子 有 关 的 算 子 方程 的 可 解 性 问题 ,具体 地 
说 ， 设 多 是 一 个 忆 空 间 ，4EGE(2), 又 设 了 工 =T-4， 其 中 了 表 
示 恒 同 算 子 。 我 们 要 问 ， 

Tx=y (4.2.1) 

对 哪些 yE 2 有 解 ? 解 的 结构 如 何 ? 

1， 从 多 = 肛 " 和 人手， 这 是 线性 代数 中 早 就 研究 过 的 。 记 
T =(Gtij)x. a X = {x4} 3-14 = 1 -ii。 我 们 知道 ， 为 了 (4.2.1) 
有 人 解 *， 即 


D tyy (1=1,2,. ,7n), 
了 一 工 
必须 且 仅 须 
y= XITy， 共 中 Tjy= (t )1- I ER G=1,2; n), 
j=-1 
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WAI y 可 通过 TiG1 = 1 2 n) SER HI, 而 这 又 等 价 于 ， 3# 


z€R", Wl 
z y<— z LT; G=1,2,. ,n); 
BN 


<2, = 04> tsi=0 OG=1,2,% ,7),. (4.2.2) 


结论 1 为 了 yER" 使 (4.2.1) 有 人 解 ， 必 须 且 仅 须 
<z,y>=0 (Vz€R,&&T*z=0, 

其 中 T RRT HRE. 

结论 2 ”关于 方程 (4.2.1)7 只 有 两 种 可 能 情形 ， 

G) 或 者 VER* ,Cd4.2.1) 总 有 解 ， 而 且 是 唯一 的 ; 

(2) 或 者 Tx=6 有 非 盐 解 ， 这 时 7x=0 的 非 堪 解 的 极 大 线 
性 无 关 组 的 个 数 与 了 T*x = 0 的 非 雳 解 的 极 大 线 性 无 关 组 的 个 数 
相等 。 

2, Fredholm 研究 过 下 列 积分 方程 ， 设 天 EC(L0,1]XF0， 
1D. ZRH H: 

xz(D = | KG,s)xG)4s + yQ) , (4.2.3) 


AR 3u3k pi; 
1O =| Ks, Df)ds+ ge), (4.2.4) 


共 中 x,y,f,9EL0,1]。 得 到 如 下 结论 ， 

结论 1 关于 方程 (4.2.3) 只 有 两 种 可 能 情形 . 

G) 或 者 VyEL50,1],(4.2.3) 存 在 唯一 解 xEL?[0,1]; 

《2》 或 者 当 y=0 BP, G4.2.3) ERRA. 

结论 2 方程 (4.2.4) 与 方程 (4.2.3) 的 情形 一 样 ， 即 当 
《4.2.3) 的 第 一 种 可 能 发 生 时 ，(4.2,4) 也 发 生 第 一 种 可 能 性 ; 
《4.2.3) 发 生 第 二 种 可 能 时 ，(4.2.4) 也 发 生 第 二 种 可 能 性 。 着 且 
《4.2.3) 与 (4.2.4) 对 应 的 齐 次 方程 的 线性 无 关 解 的 个 数 是 相同 的 
AFE. 
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结论 5 在 第 一 种 可 能 性 下 ， 为 了 (4.2.37 有 解 ， 必 须 且 仅 须 
[roodo 
(Vf, 它 是 (4.2.4 的 齐 次 方程 的 解 ); 为 了 (4.2,4) 有 人 和解， 必须 且 
仅 须 
[sayay =o 


CVx, 它 是 (4.2.3) 的 齐 次 方程 的 解 )。 

3, 比较 代数 方程 组 与 积分 方程 ， 它 们 的 结论 婉 是 惊人 地 禄 
似 ， 实 际 上 ， 它 们 是 更 为 一 般 的 算 子 方程 的 普 逼 结论 的 特殊 情 
形 。 我 们 先 引 进 

记号 YTE) URMAT), AR 

NOT)A{xE 22 |Tx=0)., 
又 对 任意 的 MC 2 NC e * jn 
1MA{JEgæ*|<f, x> =0 (YxEM)}, 
Nt:Afxeg |<, x> =0 (YEN). 
双 若 1€ 2*,xE 2 ,满足 <f ,x>=0, 便 简单 地 记 作 
fds. 
由 这 些 记号 ， 当 了 工 =7T-A4 时 ， 其 中 
A: (D| KG,syzCsyds, 


三 个 Fredholm 绪论 可 以 用 简练 的 形式 表达 如 下 。 
结论 1 NCT) = (0)=RÇT)= 2. 
结论 2 oC4) 一 oCA4*), 且 
dim N(T) =dimN(T*)—co, ` 
结论 35 RCT) =N(T*)t, RC(T*)=-+NCT, ` 
ATRI- We T = I — ACAC EC) 证 明 上 面 三 个 Fred- 
holm 结 论 。 然 而 ,一 般 地 ，Y TE (2) ,下 列 关 条 是 明显 的 ， 
¿RG(TyCN(T*y), R(T CNT), (4.2.5) 
RIENT, RODENT), (4.2.6) 
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XYM, MCF, YN, NCZ*, ATIKA: i 
MCM =>'MD+M,, (4.2.7) 
NECN =>N DN}. (4.2.8) 
于 是 可 得 
引 理 4.2.1 若 了 E Z(2 5, WH 
R(T) = N(T*)+ R(T =+N(T), (4.2.9) 
证 联合 (4.2.5),(4.2.6) 及 (4.2.8) 可 见 
RE(TYJEN (TS CCRT, 


只 须 再 证 ， (CRGTD)) EROT). Vx € CRIT 要 证， x€ 
R(T) ,根据 Hahn-Banach 定理 的 推论 2.4.8， 只 要 证 ， 
fCRGT77=0 CV f€ @*)=>fÍ G) =0, 
即 JE RCI >f) = 0, 
而 这 正 是 xoE CRO MESH. 
同 理 可 证 RCT*) = NCT). | 
于 是 问 何 时 RCT) = RT)? 
定义 4.2.2 称 TE.Z (2) 是 闭 值 域 算 子 ， 是 指 
RIT) = R(T). 
定理 4.2.3 3 ACO), JH T = IT — A 是 闭 值 域 算 子 。 
证 因为 六 (CT 门 是 多 的 几 子 空间 ， 考 察 
PT: E/N(T)>2. TTIxJATx., 
EI RCO) = RCT) ,并 且 人 还 是 线性 有 界 的 ,满足 N CPy= {[9]}， 
ETATE. XTERRA, RANET 是 连续 的 。， 
MEIE, mt D RER, WE I {[xwn]} ,使 得 
(Esa ]i=10=1,2,), 48 P[x,]->0 (n=), 
因此 对 VnEN ,于 xnE[xn], 使 得 
[xa]|<2 m=1,2,%), (I-A)xn>0 (n=), 
由 A 紧 ， 有 子 列 {xn,} 使 得 Axn，->z; 从 而 
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Xn, = Axr, + U- A) Lae 


于 是 有 7z = 6， 即 得 [z] =[6]， 关 此 
jxn 1 = 上 Cxn ， -2z]1 委 jx，， -z]—>0. 


Kfir l1 矛盾 。 


淫 ， 证 明 中 引进 的 算 子 代称 为 了 在 如 /NT) ->RCT) 上 诱导 
出 的 算 子 。 

联合 引 理 4.2.1 与 定理 4.2.3 得 到 Fredholm 结论 3， 即 

推论 4.2.4 EAR, MRT) =N(T*)+, RCT*) =+N(T)， 
其 中 T=1-A。 | 

现在 来 证 明 Fredholm 结论 2， 前 一 条 其 实 对 一 般 有 界 线性 
算 子 工 都 对 ， 正 是 有 

定理 4.2.5 若 46eS(S2r)， 则 c(C4) 一 CC4*)。 

证 只 须 证 , TE Z(2)<—> (T*y 16 Z#(2*). 

T AEE., RAAT = (TT!)*( 见 习题 2.5.10), 所 以 结论 是 
充分 性 。 由 必要 性 的 结论 扒 得 CT**)"1E (2**); 又 因 了 了 = 
T#*#|%, 所 以 TT 是 1-1 A. #EH. RCT)C EA 的 。 将 证: RCO) 
= 2 。 价 车 不 然 ， 则 3fE 多 *,f 交 9, 但 

fe*R(T)CN(T*), 
Am T*f =0， 因 为 17*#+ 可 道 ， 所 以 上 =0。 这 是 一 个 矛盾， 于 是 
TIE2(2)。| 
至 于 Fredholm 结论 2 中 的 后 一 条 ， 实 际 上 包含 两 个 内 容 ， 
(a) dim NT)7<c。 这 是 由 了 lwrm=4|xwo 是 紧 算 子 导 出 的 
(参看 习题 4.1.1)， 
(2) dim N(T)= dim N(T*), 实际 上 ， 这 条 联 同 Fredholm 
结论 3 ， 可 以 导出 结论 1 。 这 是 因为 
N(T5 = (0)=dim N(T*) = dim N(T)=0 
=>N(T*) = {>R = N(T*)+ = >, 
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Bm EIEH dim NOT) = dim NGT+) 关 不 容易 ， 我 们 宁可 先 
去 证 Fredholm 结论 1 即 ，dim N (T) = 0 的 情形 的 结论， 亦 即 
定理 4.2.6 HACC), T=I-A, BNCGT)= 1090 W- 
RTD = >, 
证 ”用 反 证 法 。 AET 然 ， WRZE ak = T (Zx- 2) (K = 
1,2，…-) BRAILE BT E 1169, WW, 
PIRPIR, 
用 Riesz 引 理 1,4.,31, IYr E Zk, l|Y] =1,4B 
dist(y isd) (k=0,1,2,..), 
于 是 对 VD,nE NN ,我 们 有 
[Ayn — Aynspl = lyn- Tya + Tyas = Pass |>> 
这 是 因为 
Tyn—Tynipt YnrpE Bntie 
从 而 与 4 的 紧 性 矛盾 。 | 
为 了 回 过 来 证 Fredholm 结论 2 的 后 一 条 (2)， 即 
dim N(T) = dim N(T*), (4.2.10 
我 们 要 引进 l 
定义 4.2.7 设 MC 名 是 一 个 闭 线 性 子 空间 ， 称 
codim MAdim(2/M) 
为 MM 的 余 维 数 。 
3 引 理 4.2.8 设 MC 名 是 一 个 闭 线性 子 空间 ， 那 末 
(2/M)*=+M. (4.2,17) 
证 YfE+M, 因 为 
Lf, xD =f, £> (VX, EP, X —xx € M), 
Br) f RSh / M EIRE H TI, 


TEE DA<S, > (V x€[LxJ(v[x]€ 2/M5; 


(4.2.1 
并 由 此 得 出 2 
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KTA PISI YEGFzDCYLE 人 AN)。 
从 而 IKTE, <>] < fl inf el) 
=|/ilLzJj (CYLxJE2/M), 


HI T/fe (@/My*,BIT/|= 11. 
Z, vfe (@/M*, fE mF; 
<I, OAJ [x] (vrev), (4.2.13) 
其 中 [zx] 是 含 x 的 商 类 (如 对 M)。 由 (4.1.13)， 我 们 有 
[<f oS FES Cv xc 2), 
由 此 可 见 je 22*, H.|/]< Ifl. Sri 4.2.135, % M JEM; 
AK4RC4.2.12) 与 (4.2.13) 即 可 推出 Tf = F. 
综合 上 上 上述 两 方面 ， 我 们 证 明了 映射 
T: +M—>(2/M)* 
.是 线性 等 距 注射 ， 即 得 (4.2.11)。 
引 理 4.2.9 3: AC €(2), T= I- A, 
codim R(T>y< dim N(T). 
证 用 友 证 法 。 从 车 codim R(T) >dim NOT), W K AA 
2 /R(T)B) REFA M, ,使 得 
dim M, = dim N(T); 
因此 存在 等 距 线 性 同 构 V: NCT) >M.. B T, AT fE22 /N (T) 
>R EIS THWART, He 
FATIOV: 2 —>RT)M,; 
BARN) = (0), HELLT ie “1 - A 30 F” WER IH EMm 
4.2.6， 便 得 RC) = 2° ,Bl M DRT) = 和 ,这 与 AM R: ge / RCT.) 
BJ B fz B| 8. | 
利用 这 两 个 引 理 ， 我 们 给 出 ; . 
《4.2.10) 的 证 明 山 引 理 4.2.9 以 及 推论 4.2.4(Fredholm 结 
论 32, RNIT 
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codim R(T5&dfm(22/RC(T)) =dim((22/RCT))) 
=dim(!R(T)) =dim (+ (N(T*)"')) 
—dim N(T*), (4.2.14) 
同 理 ， codim RƏ(T*) >dim N(T**)z>dim N(T), (4.2.15) 
联合 (4.2.14),(4.2.15)， 大 利用 引 理 4.2.9 及 定理 4.1.5 即 得 
dim NT7*): codim R(T) dim N (T) 
“codim ROT*):. dim N(T*), (4.2.18) 
G4.2.16) £ Py ER ER 一 切 不 等 式 均 为 等 式 ， 于 中 得 (4.2.10)。 
总 结 起 来 ， 有 
定理 4.2.10 AECC), H T = l1-A; 则 
GQ) NT) = 16) <> R(T)= A; 
(2) o(T) =0(T*); 
(3) dim N(T) = dim N(T*) -co 
C4) R(T)=N(T*y' ,R(T*y= NOT); 
(5) codim R(T) = dim N(T), 


J m 
4,2,1 RZL EBRR, Mc 2 h — 4 H) kE f 2# [js 
ccdim M =n, RIE: PIIRE K pk) 2 *, 使 得 


M= [1] NG. 
kl 


4.2.2 RZ, ZERA B H, TEZE, YIM H. 
ELT, g /NT)> Zh F; 
TPEx]=Tx (VxC€|x)(v[lx]€ /NGOT)), 
求 评 : # AF284ER]: WR S, 
4.2,3 ZEBA, M,N, Na ELWARA, 
如 果 f 
MPN, = 22 = M(DN,, 
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求证 ，A 和 N, AE. 

提示 只 要 证 明 N, N, NES 22/M a] IF. 

4.2.4 设 4EGE(C2),T =I- A, Rii: 

G) v[x]e€e 2#/NCGT), 3x C [x], Eol = ox l 

(2) EVEZ, Ep Tx =u 有 解 ， 则 其 中 必 有 一 个 解 达 
到 范 数 最 小 。 

4.2.5 iwAcCG(Ə2)5, B T=1-A, vk€e N, il; 

GQ) NTH ERAR, 

(2) R(T) EHK. 

4,2,6 iM B ze H] AREPA, PRE P = POR 
HEAL JM EA — THERRET P AHAM E 的 投影 
FT. KH: 

GQ) 2 ME A W 853 E Yz al, MLQ Ff 2 JM L ñ 
投影 算 子 ; | 

D # P R. 22 2JA F M Pe SZ $E y, MJ I - P H 2 y 
RA -PP) 上 的 投影 算 子 ， 

(3) 车 已 是 由 多 到 人 M 上 的 找 影 算 子 则 和 = MODN， 基 中 
N = R(I - Py; 

(4) #AcÇ€(C02),.1 T = 1- A, WJ ERASI 扑 同 构 意 义 
下 ， 


NTDGBEZ/INTD = 2 = RCT) pe e /R(T), 


$š 紧 算 子 的 谱 理 论 
(Riesz-Schauder 理论 ) 
这 一 节 和 研究 三 个 问题 ; 
1. 紧 算 子 的 谱 的 分 布 
2. 不 变 子 空间 
3。 紫 算 子 的 构造 。 
对 应 到 第 阵 ， 每 个 问题 哇 有 清楚 的 答案 ，1. 年 阵 有 特征 值 ， 
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共 个 数 委 空间 的 维 数 ，2. 存 在 着 其 不 变 子 空间 ，3. 利 用 一 列 不 变 
子 空间 ， 可 将 矩阵 化 为 Jordan 标准 形 。 

回顾 第 二 章 8 6， 这 些 问 题 是 算 子 谱 诊 的 中 心 问题 。 正 如 该 
节 各 例 所 示 ， 一 般 有 界线 性 算 子 的 谱 集 很 复杂 ， 这 些 问 题 的 答案 
是 不 完全 的 或 不 其 清楚 的 。 然 而 对 于 紧 算 子 ， 在 本 节 中 ， 我 们 将 
进行 详尽 的 讨论 ， 并 得 到 满意 的 结果 。 

3,1 紧 算 子 的 谱 

现在 戎 察 门 题 1 ， 我 们 有 

定理 4.5.1 A € €C), j 

G) 0E0(4) ,除非 dim2e< co; 

(2) o(A)\{0} = ap(4)N{0}3 

《3) cp(4) 至 多 以 0 为 聚 点 。 

证 G) 是 习题 4.1.1。(2) 是 Fredholm 结 论 1。 只 须 十 
G). HELE k, fm t 8 A, 8 os (A5N(01G=1,2,:.) 4. An 
CanAm), FEH. An >40); WK 

Ilr EN Grn- AN8 n= 1,2,.). 
我 们 有 ， 

1° {xiyxa Xn} 是 线性 无 关 的 。 事实 上 ， 可 用 数 学 归纳 小 

证明， 设 些 结论 对 7 已 成 并 ， 若 有 
Xas EN Cna =- A5N(0), 
(E f Xas = >aixib 则 有 


i=l 


n 
MntiXnrl = 人 xnil = > G A Xi 
s=] 


从 而 Dana Així = 0, 
i=l 


出 归纳 法 假设 {Xi ,… ,xn} 是 线性 无 美的 ， 所 以 
Cna: Aia; 0=>ai 0 G 1,2,. ,7). 
这 与 xn 了 0 Fi. 因此 {xX1,X2,*… ,Xn+ 直 是 线性 无 闫 的 。 
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2° #; 4 E, = span{x;, "t, Xn}, Jl] Eg Ens w JI] Riesz 引 


FE, 


— 
. 


3 Yni € E, EIF Yanal =1, H. dist (Yn+1; En) 之 


Mms vyn peN, {T 
l 1 
| Anip Ayn p- a 


1 
= 


1 
= | yn+p 一 (m= Z, ^Yn P + LA ) 
Ån: un 


这 是 因为 
1 1 
nr 一 Aya, + AynE Pnrip_ie 
Nnip Ån 


这 便 与 4 的 紧 性 矛盾 。 

注 ”本 定理 表明 ， 对 于 无 穷 维 空间 上 的 紧 算 子 A， 只 有 三 种 
可 能 情形 ， 

(1) o(A)= {0}; 

(2) aCA) ={0, A1,A2," Ân}; 

G) aCA) = {A1,A2 An, 0} Boh hn 一 0。 
这 举例 说 明 ， 这 三 种 情形 都 可 能 发 生 

3.2 不 变 子 空间 

现在 转向 问题 2 。 

定义 4.3.2 设 和 多 是 一 个 了 空间， MOP 称 为 是 算 子 AE 
2 多 ) 的 不 变 子 室 间 ， 是 指 ACM C M. 

由 定义 可 见 ; 

命题 4.5.5 设 台 是 一 个 了 B 突 间 ，AE 202) JLK 

A) {0}, 台 都 是 4 的 不 变 子 实 间 ，; 

D 车 训 是 A 的 不 变 子 空间 ， 则 下 也 是 4 的 不 变 子 性 间 ; 

《3) # ACOA), BIA JARRE M| N CI - A) AA 
的 不 变 子 空间 ; 


(1) YVES 其 记 LAIP(C4)8IP 是 任意 多 MR} MJ L, 
AREFE. I 

当 dim 2 = co 有 时，VA4E.2( 和 名)， 问 是 否 一 定 存 在 着 4 的 一 
个 非 平 凡 的 闲 不 变 子 空间 (所 谓 平 凡是 指 ，M = (0) k 22? 这 是 
一 个 长 期 未 解决 的 根本 性 问题 。 诠 至 1984 年 才 由 C.J,Read 举 出 
反例 ， 表 明 存 在 一 个 无 穷 维 的 Banach 空间 多 及 一 个 线性 算 + A 
EZ( 名 )， 使 A 没有 非 平 凡 的 不 变 子 空间 CBull.London. Math, 
Soc .16(1984)337 一 401)。 现 在 ， 还 和 镜 下 的 问题 是 ， 若 名 是 Hil- 
bert 空间 ，dimn2 =œ, IYAC ZY) ,是 否 存 在 着 4 的 非 平 
几 的 闭 不 变 子 空间 ? 然而 对 于 紧 算 子 ， 有 

定理 4.3.4 +; dim 2222, MÜ) V A € € (CZ), A Ë H BE2F JU 
的 团 不 变 子 空间 ， 

证 ”我们 不 妨 设 dim22 =œ, A40, FEH 0p(4)\{0}= Z. 
于 是 由 定理 4.3.1(2)， 有 5(4) = {0}. WE A RAIER 
变 子 空 闻 ， 则 YYyE 2\0}， 命 题 4.3.3(4) 中 定 LW L, ES 

Ly= 2, 
不 妨 设 | A=1, 那 未 3xo€ 台 使 得 jhAxo| 宝 1。 于 是 jxoj 守 1， 


OEC. 
和 如今 ，YV yoEC， 存 在 多 项 式 7 了 y, = P(A)， 使 得 
IT, Yo x, |<1; 
从 而 有 0y,>>0， 使 得 
ITy y- x< (VEEB(C iy). 
由 于 C 是 紧 的 ， 有 有 穷 履 盖 
U Byi,6) C, 
i=j 
站 中 人 会 Gy G =1,2, n), MAW y y€ C, JAKLIN ,使 和 
ITiy— xol<1, (4.3.1) 
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这 班 和 以 下 我 们 都 i 记 TicsT 了 y, G = 1.2, ,71)，。 
但 因 (1.3.1) 丝 偏 TiyEBCx0,1), 所 以 ATi,yEC， 双 1 


rt 
Gli ny ,使 得 
ITa ATi y- x |<1. 


注意 到 Ti, 是 二 4 可 交换 的 多 项 式 ， 便 得 
IT Ti AY- x |<1. 


如 此 继续 下 于， 习 王 .5 使 得 


<l, 


pin | 
LET;, CAry) — xo | 
Ira | 


RK | eol- 1。 


k -1 
(TIT: JA 
j=l 
这 = max J|T,|, ii 
luin 


[xol -12At Aty] >00, keN). 
因此 ， 


J (Eh rea c I; (4.3.2) 


KK 一 co 时 (13.2) 磊 端 极 限 是 ]/A， 而 右 端 极限 是 0( 定 理 
2.6.12) ,这 便 导 出 了 子 后 。 

3.3 紧 算 子 的 结构 

最 后 ， 我 们 否 来 研究 紧 算 子 的 结构 ， 回 忆 瑚 阵 分 解 为 Jordan 
标 淮 形 的 过 程 、 步 又 如 下 ，; 

(I) 在 有 穷 维 向 全 空间 VY J, 8 T 8 — E 0 BE, E 3 E 
数 9， 使 得 7T? =0， 记 使 T=0 的 最 小 的 4 为 这 年 阵 工 的 指标 。 
xT E oE, Tra FR: JERAT, 

Q ' Q ses q q M EN,i=1,2,,r), 


I X, X... GEV, 使 得 


-1 
(xi, Tx, °... T% Xis; 


xa, Txa, e, Tal lx,; 


q, 1 
Xr, 了 xr， ets Trx} 


HRV RA EI T ix, =e Ttr = 9, 于 是 在 V Fo %ÉË 0 B£ 
BHRD 0 + == + q, A Jordan 抉 ， 共 对 角 线 为 0， 

(2》 为 了 从 给 定 的 V ERARE A ALARE 0 阵 ， 
设 4 是 4 的 一 个 本 征 值 ， 在 ED NCOI -A))G=1,2,…) 上 ， 
41 -A 虱 是 者 0 的 ,并 且 和 N((21 一 4A) 让) 还 是 4 的 不 变 子 窄 间 ， 出 
于 性 间 V 是 有 窍 维 的 ， 必 有 PE N 使 得 

NOT - Ayy = N(QI- A) > =。 

共 关 刍 的 步 又 是 ， 能 证 明 Y = NCA -ADV I rh V, A V 
WAERME FAN WE M-A v 是 可 逆 的 ， 特 别 地 ， 玉 一 
R(GQI—V)2.. 

有 了 这 个 结论 ， 我 们 便 可 以 从 A 的 所 有 本 ME M 2.2, 找 
到 对 应 的 PL,… PAER V D MANCA -A AES 


vy = 1 


NCAT- A) OREA R YTE Tm 
Ail = A| wa r- 4 ?i) G =1,2,=. K) 

JERE O RE. JEITSI A WO Jordan 分 解 。 

MEFR MIKE RME H AAP. 设 AECC), T = 
I-A, RTENE: 

定理 4.5.5 存在 非 负 整 数 P，、 使 得 多 =NI ERT), $f 
HETAT |r aer Tite R N AT. 

为 证 这 个 定理 ， 我 们 先 考 察 任意 的 工 E2( 和 ) ,大 家 知道 行 
如 下 链 的 包含 关系 ， 

(PENCEN T?) Ze, 

mE IANT NTEN pti NTO =N n=), 
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事实 上 ， 
x€ N(Tt:2y= Th Tx =0 
=Tx€N(Thi- Js N(—G(Tiy=>x€N(Thi+1), 
因此 ， 称 此 链 中 使 得 NCT*) = NCT: Dih Pk] HE REK p AR 
K AA pT). 
同样 ， 我 们 也 有 下 列 链 的 包含 关系 ; 
@# = RÇGT5ƏR(T25Ə--. , 
m BR— B RCTiy= RGTt 15, 就 有 RCT*)= ROC nak). 
WERE, Z x€ R(T*-1y J| 376 22, f 8 x= Tti*ly, W= 
T*y， 便 得 
We R(Tiy= R(Tt*1y=x=TW6&€R(T**25, 
因此 ， 称 此 链 中 使 得 RCT = RCT**!) 成 立 的 最 小 整数 q 为 像 链 
Ko AHi ag). BEX, RIIE 
n=0 寺 >N(T) = (0)<=> T ESH. (4.3,.3) 
q=0<=>R(T)= # T EW, 《4.3.4) 
问题 p, 一 定 有 穷 吗 ? p 与 4 有 什么 关系 ? 
一 般 来 说 ， p,9 都 可 能 是 co， 然而 有 : 
引 理 4.3.6 若 了 =7T-A4， AC €(2), MU p=q4<co, 
证 G) <œ. MEIE. METZA. MA: 
RRT 2e, 


注意 到 ， 对 VKEN， 

Ë k 

T'=I+2>( CA = I+ RAT, 

j=1 
所 以 RCT') 还 是 闭 线性 子 空间 ,应 用 Riesz 引 理 1.4.31， 即 得 矛 
盾 ( 推 理 过 程 与 定理 4.2.6 的 证 明 同 样 ) 。 

(2) p 委 4。 由 定义 ,RG7) = 有 GT 2) 应 用 定理 4.2.10(4) ， 
dimN (T) =codimR(T%) =codimR(T%-15 = dim N(T1*1), 
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于 是 由 dimN (T*5>< eo, ME N(T3) = N(T**1), J IH p HJ AE 


X, MPa. 
(3) q < p, AE Bags N(T'y=N(T?'15, AR 


codim R(T?-1) = dimN(T!: 1) =dimN(T?) =codimR(T?), 
定理 4.3.5 的 证 明 (D NCT RC) = (0). WREE. 77 
有 yENCT?) 丫 RCT?), 则 3xE ARB， 使 得 y=7T?x, 生 有 7?y=0， 


从 而 | 
x€ N(T22 = N(TPy=>y = T? x = 0, 


(2) LNO ERO), WRL. XfV x€ 23 
TrxE R(T' = R(T), 
因此 3uE 2, ti Trus Tr'x, rye T'ue R(GT' WAZA 
Xx 一 yENCT?)， 这 是 因为 了 ?y=T?x。 于 是 得 
x=y+z (v€ R(T?'),z€ N(T?)), 
O TAT aon TRETI Pa T. ERE AA 
R(T?) = R(T?*1), 


可 见 工 ,是 满 射 的 。 又 荆 是 1-1 的 ， 这 是 因 为 ， 车 VERC72) ,及 

Ty=6, 则 3xE 名 ， 使 得 y=T?x， 从 而 
xENCT?'1) = NT?), 

即 得 y=9。 于 是 出 递 算 子 定理 即 得 结论 。1 

根据 这 个 定理 ， 对 于 任意 的 AE € (加 ), 从 它 的 一 切 非 0 本 

FEIE Arse, ,我 们 可 以 找到 对 应 于 7i= 4l- A 的 需 链 长 pi(i = 

1,2,…)。 EZANA -A D, FAAI Jordan 
i=l 


标准 形 。 
更 精细 的 讨论 参看 Ringrose, Non selfadjoint compact 
operators, Van Nostrand4(1971), 
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习 是 
CPIE rh [j 2° EJ 38 B ER) 
给 定数 列 {an1， 在 空间 上 定义 算 子 4A 如下: 
A:(x1.X t) (AX, GX...) 
GQ) RE Aer DORER E M>, Ea < M. 
(2) # AC ZG, ROOFER ARRE, 
4.3.2 在 CL0,1J] 中 ， 考 虑 映射 


= 
CD 
= 


Tix) xcods， yx ECTO,1]. 
0 


(1》〉》 求 证 ， 了 是 紧 算 子 ; 

(2) RTR T 的 一 个 非 平凡 的 闭 不 变 子 空间 

4.3.3 设 AEGCC2)， RIE: AERA x- Ax=0 AAZ 
解 时 ， 方 程 x- Ax = v *f V v€ 22 #1 8 fz. 

4.3.4 j T€ Z(2)>, #fFfEme N, E14 

2 =NT") PRET”), 

求证 ， pC€T)=4C(T)<m, 

4.3.5 WA, Be (22, 3fFB. AB = BA, RIE: 

G) RCA Fn NCA) R B TEF |B]; 

(2) RCB“ 和 NB3") 帮 是 妃 的 不 变 子 空间 (VEIS)， 

4.3.6 设 4E2Q()， 对 是 4 的 有 穷 维 的 闭 不 变 子 空间 ， 
KIE: 

G) 4 在 M 上 的 作用 可 以 用 一 个 给 阵 来 表示 ; 

D XM 中 存在 4 的 本 征 元 ， 

4.3.7 ROEZ, JER*, WES, D=, #4 A= x ,#E 
且 工 =7-4， 求 工 的 零 链 长 p 。 


8$4 Hilbert-Schmidt 定理 
在 复 Hiber 空间 上 ,有 一 类 有 界线 性 算 子 ,它们 是 及 ”上 的 
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MEENE > A 称 为 对 称 算 子 ， 定 义 如 下 : 
定义 4.4,1 WAEL), WEER IR 
Ar. = G Ap (vx,y€ H), (4.4.1) 
注 ERII TEX, 

CAx, y) = (x,A*y) (vx,yEH). (4.4.2) 
比较 (4.4.1) 和 (4.4.2) 可 见 ， 为 了 4 是 对 称 算 子 必须 且 仅 须 À = 
A*， 正 是 这 个 缘故 ， 有 了 时 又 把 对 称 算 子 称 为 自 共 $ 算 子 或 日 
件 算 子 (注意 ;前 提 是 AEZH). 

例 4.4.2 ER Ls HARRIE, MAER h. EC 
+, FAR Hermite EE, Mi | 4 是 对 称 的 ， 

例 4.4.3 EXHI LO, Z, DE. KEL QAX, du), F 
H. Kx, y) = K(z ,x) , I 


A:u(x) | Ke, udn) 


g LO, Z u) ERRAT. 

例 4.4.4 iH E Hilbert Zp M kE f) — +° H ik EPE 
间 。 由 互 到 M 上 的 投影 算 子 Pu 便 是 对 称 的 . 

证 ”由 正 交 分 解 定理 ，YV Xx,yE 及 ， 有 分 解 ; 

xX=xyt zy GEC M, xz. € M°), 
Y=Yut+ ut Gy EM,yu: EM”). 
H Px 的 定义 ， xu =Pyx, Yy = Puy, RA 
(Pux, Y) = (eu, Vu r Ym) = (Xu: yu) = (x, P uy), 

命题 4.4.5 ”关于 且 上 的 对 称 算 子 ， 有 下 列 基本 性 质 . 

D ATARE D Vm BCA, ODER C yeH), 

证 Aaa, DACA, yx yeH), WRC, O 
EENAA (Ax, oO Eh aC ,，，) 诱 导 的 二 次 型 ， 由 
定义 ， 我 们 有 

A 对 称 志 a(x,5)=a(y,x) (Yx, y EH), (4.4.3) 


又 由 命题 1.6.2， 我 们 有 
a(x,y) sa(g,x) (V x,y€Hy<e= (Ax,xy€ R! (vxEH)., 
C4,4.4) 
联合 (4.4,3) 和 (4,4.4) 即 得 结论 
(2) AHR M|oCAyC R!, # B. 
[CAI - Axl < <T ll CyxeH, ya ccC,ImiÆ0). 


证 i A=u+iv,yvÆ£0,u, VER! WBX RTE, 
[G7 Ahe- [CuI -= Axl? + |o [2 |x 2 
= |v] jx]? CVxE 万) 。 (4.4.5) 
JF, RQAI- 4) = 互 ， 这 是 因为 : 
ROAT- A = NAT- A*)y = N(AI- A), 
HECA, 4.5), NGAI- A) = {07( 当 TmAF0). 
(3) 设 H, Æ H 的 一 个 闭 不 变 子 空间 ,4 是 H 上 的 对 称 算 子 ， 
则 Ala i 六 上 的 对 称 算 子 。 
(4) EAER, A,A EOpCA), AEA , 则 
NGOI-AINAW I-A). 
证 # x€ N(AI- A5, x" EN(GA I — A) , M 
AG, = (Ax,x')= (K, Ax) =A (x,x’), 
H AEA, HEH, ) = 0. 
C5) 若 4 对 称 ， 则 
p [CAx,x)| =1Al. 
证 CA up (Ax, |, e< [A| E SR 88. TF HE c> 
lAl. 贞 A 的 对 称 性 和 平行 四 边 HEM A 


ReCAx,y) = ECA + y+ y- (AG(z- 9) ,x — y)] 


<S + y+ x= ye, 


其 中 x,y€ H, yw |x|= lu] = 1. 2# ac C(|al =1)， 使 得 
alAx,y) = |CAx.2)1, | 

即 得 | CAx, y) |] = (Ax,ëy) = Re(Axr, 8y) <e. 
AEH: lAl<c, | 

在 Hilbert 空间 上 ， 对 称 紧 算 子 4 的 谱 和 算 子 结构 将 更 为 清 
楚 。 对 比 有 穷 维 情形 的 对 称 阵 4， 它 可 以 通过 正 交 变换 对 角 化 ， 
对 角 线 上 的 元 对 应 着 4 的 本 征 值 ， 而 这 些 本 征 值 又 是 4 所 对 应 的 
二 次 型 (4x,z) 在 单位 球面 xz =I 上 的 各 个 临界 和 值 。 所 有 这 些 性 
质 将 被 推广 到 无 穷 维 空间 

我 们 从 下 列 极 值 性 质 出 发 

定理 4.4.6 若 4 是 对 称 紧 算 子 ， 则 必 有 x € H, |x] = 1， 
使 得 

| CAx6.x0) | = sup ICAx,x)|, 


并 且 满 足 Axo = Axo, (4.4.6) 
共 中 |4| = 1 (Axo,x0)|。 

证 用 3S, 表示 及 上 的 单位 球面 ， 不 妨 设 
sup | (Ax,x) | Sup (Ax,x) (4.4.7) 


EB] 


CSU- ARE A. 了 到 AÁ sup (Ax,x) ,考察 S, EEH RR 


f(x)= Ax,x) (VESD). 
BELLS o WE SOn A AA B A a AT 
列 ， 不 妨 仍 记 作 xne UE zw 一 xo， 由 号 (8,1) KARE, 便 有 xol 
委 1。 再 由 4 的 紧 性 推出 


Ax,— Ax, (n=), 
从 而 有 Cn) 一 (4xo,xo)(Cn 一 co)， 即 得 
(Axo , xo) =Å, (4.4.8) 


— pE: jelsi. MEIER. MERR E 有 jxoJ< TI， 
那 末 由 命题 4.,4.5(5) 和 假设 (4.4.77, 有 
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Axo t) <A eol? = sup CAx,x) xol <A 


这 与 (4.4.8) 矛 盾 。 于 是 我 们 证 明了 ;3 x6。€ 9;， 和 使 得 
(4xo,xo) = sup (Ax,x), (4.4.9) 


最 后 再 证 (4,4.6)。 VYEH, W -T|t E hht, ZRA 
š, 
(4(xo+ tY), xo + ty) 
(x+ tY, Xo +i) 


PA 


EEF t= OE 2 CGO SSK K, AmA PrO =0, 算 出 就 是 : 
Re(y, Ax- Axo) = 0, 

my € HEIE, wA Ax = 4xo。 | 

I AKRH FM D Sr, j Riesz-Schauder 理论 ， 

oCAD\{0} = 0pCA)\{0} = {4 0， 

Rin ALALT. BRE 4.->0; 如 果 A4 还 是 
自任 的 ， 由 命题 4.4.5(2) „An 都 是 实数 ， 此 外 还 有 

定理 4.4.7(Hilbert-Schmidt) # A Æ Hilbert zz |H H LE BJ 
对 称 紧 算 子 ， 则 有 至 多 可 数 个 非 零 的 ， 只 可 能 以 0 为 聚 点 的 实数 
{i}， 它 们 是 算 子 A 的 本 征 值 ， 关 对 应 一 组 正 交 规范 基 {ei}， 使 


得 


X= DIX,0i) ei, 
Ax = 214 (< ,ei1) ei 《4.4.10》 
证 对 VA4EoOp(A)\{0}, 设 NN(41 -4A) 的 正 交规 范 基 为 
(ey, 


共 中 m (QJ) AdimN AT- A)< co (829 A ERO. 此 外 ， 若 0E 
op(A)， 则 设 N(A) 的 正 交 规范 基 为 

(ey, 
它 不 一 定 是 可 数 的 。 如今 我 们 今 


epa U PRR, 


Ae ry (AN (0) 
eaf (es) (0EopCA)), 
: {er U (e) OECC). 
Aa M Aspan(e,), ÆMEARBRERTAC.4.10), 
现在 证 M =H, MEE. METZ, mM AM 关 {10}。 记 4 全 
Alumo HEXA 不 能 有 本 征 值 ， 从 而 E0 另 一 方面 ， 由 定 
理 4.4.6， 有 
ll = sup | (Ax,x)|=0, 
z, 
即 A=0, EFJ. Jamie; H W E 38 3 2 35 
注 1 我 们 可 以 将 特征 值 按 绝对 值 递减 的 顺序 编号 ， 莽 约定 
特征 值 的 重 数 是 儿 ， 就 把 那 特征 值 接连 编 上 了 几 个 号 码 ， 即 排 成 ， 


(al> [A Se D An] S lAn 12. 
于 是 A = Se (4.4.11) 
更 确切 地 有 
|A - Sege 
ERE, WV se H, RITE 
|a Duena -| 102222 


-( $ ep) 


i=n+1 


Saal( D Peel)? <an llet, 


i=" +1 
2 定理 4.4.7 表 明 :， 对 称 紧 算 子 可 以 对 角 化 ， 它 的 本 征 
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Slår 10 (n=), 


值 县 有 极 值 性 质 ， 
lån] =sup{|(4x,x)11xLspan{feryen- ,|X| = 11 
(n=1,2,…) ,其 中 61,… ,en-1 是 对 应 于 四,… Ann ARET. 
特别 地 ， 我 们 可 以 按 正 负 值 把 本 征 值 排列 起 来 ， 记 作 
A12Z A; 2 eË Z0, 
41<45 委 …<0. 
定理 4.4.8( 极 小 极 大 麟 划 ) 设 4 是 对 称 紧 算 子 ， 对 应 有 本 
征 值 (4.4.12)， 则 


GA. 4.12) 


. (Ax, x) 
Anat = inf sup , ; 
C maar ka CO9 (4,4,13) 
一 . (Ax,x) 
= f , 
EP EO G? (4.4.14) 


其 中 En EHW n- RETER. 

证 ”我 们 只 须 证 (4.4.13)， 因 为 用 -4 代 4， 那 末 (4.4.13) 
蕴含 了 (4.4.14)。 注 意 到 菩 

X= Baie + D436e3, 

出 (Ax,x) _22A3|ay|2+ 2A;l1a;1° 
` x,x)  2Jllayl2+ Ala ° 
B.L IDRE Hn, FI ADS J ILHEBH Ai = Hn 

(1) Ahne 事实 上 ， VEn 在 span{et,*… ,e3}P 总 有 
向 量 xn 天 0， 使 得 xn Eno FÆ 


> A;lay|2 


(A<, x) (4xzm ix n) 了 ~1 


SU = 一- O >À; 
=l, (x, x) > (x, ,x n) z "n 
z = 0 > Jazi? 
pes 


即 得 Ai Hn 
(2) Ai = Hn, 事实 上 ， 取 Eni =span{fei，… Caah EA 
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Ax,x) 
zir, (x,x) ; 


z+ 


即 得 Aihan. 
推论 4.4.9 ”车 两 个 对 称 紧 算 子 4,B ,满足 4 过 中, 即 
(Ax,x)<(Bx ,x) (vxEH), 
则 NAYEANICB)Y OG=1,2,%). 
习 题 
(本 节 各 题 中 ， 互 均 指 复 Hilbert 空间 》 
4.4.1 设 4E2(B)， 求 证 : A+ 4* 44* A*A RE E IR 
AT, #ERH. 
JAA*| = | A*A] = [A|2, 
4.4.2 RACZ), W CAx,x)20 (v x€ H> , B. (Ax, 
x) =0<— x=0, sKikE:; 
[Ax SIAC, x) (vx6€H). 
4.4.3 设 A 是 及 上 的 对 称 紧 算 子 ， 爹 
mCA)A inf (Ax,x), M(A)A sup (Ax,x), 
I 4 


>1-1 lz (1 
求证 ， 

G) #mCA)=0, M m(A)€ coy(A); 

(2) # M(A)=0, M MCA) € cs ( A), 

4.4.4 设 4 是 对 称 紧 算 子 ， 求 证 ， 

G) 车 4 非 需 ， 则 4 至 少 有 一 个 不 等 于 雳 的 本 征 信 。 

(2) 车 M 是 4 的 非 需 不 变 子 空间 ， 则 M 上 B A 有 4 的 本 征 
元 。 

4.4.5 求证 ， 为 了 PE 2(BD 是 一 个 正 充 投 影 算 子 ,必须 且 
仅 须 ， 

GD 卫 是 对 称 的 ， 即 P 了 =P*， 
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(2) 也 是 备 等 的 ， 即 P?= 了 了 ， 
4.4.6 求证 为 了 PE 之 ( 昌 ) 是 一 个 正 交 投影 算 子 ， 必 须 
HRM: 
(Px,x) = ]Px]? (vxE€EH), 
4.4.7 设 4E2(5)， 称 其 为 正 算 子 ， 是 指 
(Ax, x) =0 (vx€H). 
RKE: O 正 算 子 必 是 对 称 的 . 
D 正 算 子 的 一 切 本 征 值 都 是 非 负 实数 。 
4.4.8 求证 ， 为 了 五 的 闭 线性 子 空 间 工 M ,满足 工 CM， 
必须 且 仅 须 Pm ~ P, 是 正 算 子 。 


4.4.9 Raj 1,28 > lay Ko, PE 
isj=1 
间 上 ， 定 义 上 映射 
Aix =í<x;),x; Y= (1,12 51, 


其 中 yi 会 ajjxyGi=1,2,…)。 求 证， 
j=l 


2? 
(1) ARH FEBS St T, 
(2) 双 若 aij = Qi G.I =1,2,.) , 则 A 是 对 称 紧 算 子 。 
| 4.4.10 设 4 是 五 上 的 对 称 算 子 ， 荐 且 存 在 一 组 由 4 的 本 征 
元 组 成 的 五 的 正 交 规范 基 。 3 2 
a) dimN (AI~ A)KolY AET AANO); 
(2) Yas>0,onp(C4)NL-es,s] 只 有 有 限 个 值 。 
求证 ，4 是 妞 上 的 紧 算 子 。 


$5 对 椭圆 型 方程 的 应 用 


这 一 节 我 们 来 研究 下 列 边 值 问题 : 
| — u+ U(xju=] (x) EN), 
ulso=0, 
Jih OCR" 是 一 个 有 界 的 ， 具 有 光滑 边界 的 开 区 域 。 给 定 U(x) 
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(4.5.1) 


ECCO), ELCO) , 问 在 什么 条 件 下 ， 问 题 (17 是 可 解 的 ? 

历史 上 ， 有 许多 数学 家 致力 于 这 个 问题 的 镀 究 ， 通 常 采 用 位 
热 积 分 将 其 化 归 成 积分 方程 ， 再 用 Fredholm 理论 导出 原 问题 的 
解 。 有 了 对 称 紧 算 子 的 Riesz-Schauder 理论 ， 以 及 Co6ones z£ 
间 结 果 以 后 ， 我 们 便 有 可 能 撤 开 积分 算 子 直接 研究 椭圆 型 方程 
Dirichlet 问题 ， 近 代 偏 微分 方程 的 理论 采用 这 后 一 种 途径 ， 

称 weE 瑟 5;(0Q) 是 (4.5.1) 的 一 个 器 解 ， 是 指 ; 

| Eva 。 Vo+UCDOue]dz= | fodx (VE HO). 

(4.5.2) 

显然 ， 若 uE ?CO) 满 足 (4,5.1), 则 4 必 是 它 的 一 个 弱 解 。 反 过 
来 ， 在 偏 微分 方程 理论 中 证 明了 :， (4.5.1 的 弱 解 必 是 万 (9) 
解 。 因 此 ， 从 泛 画 分 析 应 用 的 角度 来 说 ， 我们 将 只 关心 方程 
《4.5.1) 的 弱 解 的 存在 性 。 

我 们 要 把 方程 (4.5.2) 化 归 成 为 对 称 紧 算 子 问题 ,为 此 在 
H (Q) 上 引 大 等 价 模 ; 


u 


= (8 Vul + | U + A u2 (x) dx ), 


其 中 A 全 max|U(x)|。 根 据 Poincaré 不 等 式 ， 存 在 常数 m, M> 
En 

0， 使 得 
mluli<OIuO<MIul, CvueEHi(O)), (4.5.3) 


其 中 上 |: hEr HOK, G4.5.3 8 BHD) - 0 Æ HOH 
等 价 范 数 ， 所 以 H CO fE sk) - 口 下 是 Banach Zi). XA 


Guy, = | Vu. vods | (U Cx) + Au Corda, 
局 Q 

(4.5.4) 
Jehu, eH i(Q). Ce, en Rg * 口 产生 的 内 积 . Hi) 
在 内 积 (4.5.4) 下 是 Hilbert 空间 。 记 | e LA L CQ BS Ek. BH 
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Poincaré WR, XV u € L2 (O) ,我 们 有 
f aaz|slallolselelasg (vnen), 
(4.5.5) 
其 中 e 为 正常 数 。 寺 是 按 Riesz 定理 2.2.1，3| weE 有 (9) ,使 得 
| pods = wa CYPE, (4.5.6) 


EX K,,: LOH (Q u= K, u EA 
Kyu l] <e|u| (vue). 
B: Ki COH (Q BJ 6 R ERT. 

记 上 A HCD L2 (Q BJ K A T. h Rellich 定理 的 推论 
3.5.11, 上 是 紧 的 。 于 是 (4.5.2) 等 价 于 

(U,V) ,= (K, J ,v), t ACK. tu,V) so (vvrEHICO)), 
即 等 价 于 在 H; (Q rh ë J E 

A-K, Du =K, f. (4.5.7) 
应 用 Riesz-Fredholm 定理 ， 
JW G(4.5.7) fE => K, ALNE -AK,,1). 


然而 
u€eN(I- AK, 1) >u = AK, tu 


<> =| uvdx (vu€H;(Q)) 
9 


<>| [vu » VurUCxYu dx=0 (VvEHICO)), 
即 ! 上 是 (4.5.1) 的 齐 次 方程 的 弱 解 。 设 (4.5.1) 的 齐 次 方程 的 弱 解 
由 {91,… pa SK K F: q 
(K,,f ,Pi);o =0<>| fpidx=0 G=1,2,*= n). 

总 结 起 来 ， 我 们 得 到 

定理 4.5.1 者 方程 (4.5.1) 的 齐 次 方程 只 有 零 BE, W| V fe 
ZC0),(4.5.1) 存 在 唯一 的 弱 解 ， 否 则 ，(4.5.1) 的 齐 次 方程 至 
多 有 有 穷 个 线性 无 关 的 到 解 ， 设 它们 为 {891,… ,pn}。 这 时 ， 当 了 旦 
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仅 当 
| pas =0 G=1,2, n), 
方程 (4.5.1) 有 解 ， 且 其 解 空间 的 维 数 是 7 . | 
下 面 转向 考察 (4.5.1) 对 应 的 本 征 值 问 题 . 


— Au+U(xu=Au (x€ Q, 
| (4.5.8) 


zjlao=0. 
它 对 应 的 方程 (4.5.7) 是 ， 
(To G + ADK, Du =0, 
应 用 Riesz-Schauder 以 及 Hilbert-Schmidt 理论 ， 我 们 知道 
0(K,,D\{0} 是 实 的 ， 而 且 至 多 有 可 数 个 ， 记 它们 为 人,h2,"'， 
Mj, XE (uj) 有 可 数 多 个 不 同 的 值 ， 则 >o Goco). a 
是 因为 
Kyiu,u) o>0 C4 u0), 
所 以 ui>0, ##B0€o,É(K, i), AAF H; (Q) 是 无 穷 维 的 ， 不 
难 验证 (4;} 有 可 数 多 个 并 且 nG., T 
Li he RUSe DO, 
于 是 (4.5.8) 的 本 征 值 


1 . 
A: = 一 一 人 = ... 
了 Lj 0 @ 1,2, ) 


满足 ASA < LAL AR Ajo, 
最 后 给 出 A; 的 “ 极 小 极 大 ”描写 ， 因 为 


(K, iu,u),, 


;= inf su ， 
Pi Bj-1 esia, (u,u)aa 
u= 8 
所 以 
。 1 : Gu,u), 
AÀ;=— -Å= su inf ————— —_ 
2 Hj 0 Fr, sc Fx (K, lu, ao ° 
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„e dollVul?+Uu?] dx 
= sup ın , 
Ej-1 “EEJ 1 [Ñ| dx 

u= 0 


其 中 Eja 是 维 数 为 1 一 1 的 任意 的 闭 线性 子 空间 (j=1,2,…》。 

总 结 起 来 ， 有 

定理 4.5.2 方程 (4.5.8) 的 本 征 值 都 是 实 的 ， 而 且 有 可 数 个 
MEULE <<, EA Aoo, 并且 它 们 对 应 的 本 征 丽 数 构 
成 空间 HORREEK. 

习 是 

4.5.1 设 a(COECKOG=12D，UCDOEC(5)， 其 

中 9 是 R" 中 的 边界 光滑 的 有 界 开 区 域 ， 讨 论 下 列 边 值 问题 


i=l 


[ A u + 59, Cau) +U(xwyu =f) (x€ Q), 
ulao = 0, 

提示 “应 用 Lax-Milgram 定理 。 

4.5.2 在 上 题 中 ， 讨 论 下 列 本 征 值 问题 

f Aut S70, (ayu) +U(x)u =u (x€ Q, 


ulao = 0, 


36 Fredholm 算 子 


在 & 2 中， 我 们 便 指 出 具有 连续 核 的 积分 方程 (或 更 一 般 的 二 
元 平方 可 和 的 棱 )， 可 以 利用 紧 算 子 的 Fredholm 理论 讨论 可 解 
性 ， 然 而 下 列 形式 的 奇异 积分 方程 却 不 包含 在 紧 算 子 理论 的 框架 
之 中 ， 


ayu + LP x pv. f HO ds = FG) (z€ S), (4.6.1) 


其 中 S' RRF BJ A A, abec, FELS), 
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P.Y .表示 按 主 值 意义 的 积分 ， 即 


p.v. | RasAlin| u) gs 
S Is-z|]Łe 


em0 >e 名 一 S 
ses! 


为 了 讨论 形 如 (4.6.1) 的 方程 的 可 解 性 ， 我 们 回顾 一 下 8 2 中 
关于 可 解 性 的 讨论 。 其 实 ， 算 子 4 的 紧 性 作用 ， 只 在 证 明 ，(1) 
R(T) 是 闭 的 ， 从 而 Fredholm 结 论 3 成 立 ; 以 及 (2) dimN(T) = 
dimN(T*><co, HFFJH#l, 

现在 丢掉 紧 性 条 件 ， 我 们 直接 引入 

定义 4.6.1 IZ, Zi Banach ze |a], TEZY, 3⁄) 称 为 
一 个 Fredholm 算 子 ， 是 指 ; 

G) R(T) 是 闭 的 ; 

(2) dimN(T)< o0; 

(3) codimR(T) <c, 

8 一 多 的 一 切 Fredholm #£--ñJ 2 fkiu ICZ, 2), KIMA 
Z =Z, WEFT). 
定义 4.6.2 ETEICZ, Z), & 
ind(T>) Adim N (T) — codimR (T), 
HERRA T WJ4538. 
例 4.6.3 *#AC6G02), M| T =I- AC Z(2), #H. 
ind(T) = 0, 
例 4.6.4 EZP, TEZ Fó ee r, E 
Tix = (x, Xa, ) (Xa, Ke," ), | 
则 了 TE.9(2)， 和 着 且 ind(7) =1。 同 理 ，7* 是 右 推移 算 +, HJH 
T* ix = (Xl, X2, 0, X1, X3, )， 
#T*€ (2), +EH ind(T*)= -1。 一 般 地 ， 还 有 
Tre gle), ind(T"')y=n (n=1,2,.); 
以 及 CT*y"€ FP), indK((T*y")= -n (n=1,2,), 
下 面 我 们 来 列 划 Fredholm 算 子 。 
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定理 4.6.5 (1) @ T€ Z(2 , Z), MBE Se ZC Z, 2) 
以 及 AECE), A,C €C Z), (Ei ， 
ST =I,- A,, TS =I} - A,, (4,6,2) 
Kh Ir, ly 分 别 表 示 多 和 .多 上 的 恒 同 算 子 。， 
(2) METESZ, Y), XAR, REZY, AIIRAE 
CCZ), AECCY), tE 
RT=I:-A, TR,=l,-A; (4.6.3) 
MTEFCZ, Y). 


证 (1) 考察 图 4.6.1， NCT) 
分 e 
T[x] =Tx (V <x€[<x]) æ @/NCT) 
(V [x] € 2/N(T)) , 
由 假设 TE.Z8 (名 ,9Y)， 从 
而 P: /JN(T) 一 R(T) 有 : "Y 
Ha P 1, FE H. f tE HE 
影 算 子 (参看 习题 4.2.6 与 1 
4.1.10): y RCT) 
Al: 2 >>NT), > e 
A: IY/RT). YIRT) 
WAR A, AI A Mi fi 2 # 图 4.6.1 
的 ， 从 而 是 紧 的 。 今 
SATC, - A, 
BE f ST=77T = I, - A,, 
以 及 TS=TP (I; — A)=1,- A,. 


Q) # aR I R, A, ,A,, 使 得 (4.6.3) 成 立 ， HR 
N(T5>CN(R,T)= N(I. — A,)=>dimN(T)5 <co, 
以 及 ROTORCOTR,G) = ROU, ~ A,) 
>codim R(T)<ecodim RC- Axo, 


至 于 R(T) 闭 性 的 验证 ， 可 以 仿照 定理 4,2.3 的 证 明 ， 故 从 略 。 

注 1 满足 (4.6.3) 的 Ri,R, 分 别称 为 了 的 左右 正则 化 子 。 
在 商 掩 紧 算 子 集 € (22 (以 及 GE(9)) 意 义 下 ， 它 们 分 别 是 工 的 
左右 道 。 在 这 个 意义 下 ， 定 理 4.6.5(1) 表 明 Fredholm 算 子 是 
LLZ, yydhiË € (2)( € ( Z) BJ n s Pt T, 

注 2 从 定理 4,6.5《2) 容 易 看 出 ， 车 RR 同时 是 了 的 左右 正则 
化 子 ， 则 RR 本 身 也 是 Fredholm 算 子 。 特 别 是 由 此 推出 ， 车 TE 
FE, Z),W|3Sc FCY ,2), ARAECCZ), A, CG), 
使 得 (4.6.2) 成 立 。 

关于 Fredholm 算 子 的 指标 有 如 下 性 质 ; 

定理 4.6.6 TEFC, Z), T EFC, Z), KPZ, 
多 ,2 都 是 Banach zz [8], MTT EFC, Z), H 

ind(T,T,) =ind(T,) +ind(T,). (4.6.4) 


YE BE. 65d), INEFC, Z), SEFE, Z)» 
使 得 


SIT i= I,—- AQ, S,T,= 1, - AP, 
T,S,= 1,- At, 


TS =y- A; 
取 S 会 31,S,， 即 得 
S(T,T D =S, (S TYT =S, d; - AYY)T, 
=S, T,- S APT, 
=I -AP -SAPT =L- ZAF. 
同 理 可 证 (TT1)S 是 恒 同 减 去 紧 算 子 , 从 而 T7271 € Z (2 , z). 
现在 再 证 指标 公式 (4.6.4)。 为 此 我 们 先 观察 图 4.6.2，。 


` TÚ Zaz RODANT», PaT Z,, 
Z= RT)OY,, £ =NTJO Za, 
i= Y/R(T)OY,, ,= T, Zae 

EA RCOD= Y/N D= Yit Ya, 


RE Z°, Z == a 


以 及 NTT) = NODO Ra 
R(T,) = RTT DPZ 
TE, #WT=sTT, MA 
dim N(T) =dim N(T,) +dim Z, =dim N(T,) +dim 73, 
codim R(T) = codim R(T,) + dim Z, = codim R(T,) +dim J4, 


codim R(TI) =dim %7; + dim Z,, 
dim N(T,) =dim Y, + dim 73. 


NCT) x= 


=, Y, 
g— q = z 
图 4.6.2 
联合 起 来 得 到 


ind(T) = dim N(T) -codim R(T) 
= dim N(T,) + dim N(T,) -codim R(T,) 
— codim R(T) 
=ind(T,) +ind(T,), 
定理 4.6.7 ETEFICZ, J), MWEE s>0， 使 得 当 SE 
Z (Z, Y), EISI<e 时, 
T+S€ Z(@ , Z), 
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生育 ind(T + Š) = ind(T}, 
证 ”由 定理 4.6.5(1)， 了 RE Z< 7,22) E A.C € (2); 
€ G(2), Ds48 


RT=l,-A,, TR=T,- A, (4.6.5) 
从 而 RIT+S)=1 -AI+RS。 
当 1Si<1/1RI 时 ，E, 会 (1s+ RS)"' 有 界 ， 因 此 
E,R(T +S) =I,- EA. (4.6.6) 
Ea ISKRI ESU, SD 有 界 ， 因 此 
(T +SIRE,= Iy- A,E,, (4.6.7). 


因为 EAECC2)H AE ECZ), 所 以 ， 由 定理 4,6.5(C2)， 
联合 (4.6.6) 与 (4.6.7) 便 推出 


T+S€s(2,9) ("1S1< p): 
因为 当 1S1<1/1RI 时 ，E, 有 有 界 道 ， 所 以 这 时 


E,€ %(2), H ind(ED=0. (4.6.8) 
由 (4.6.6) 及 定理 4.6.6 得 
ind(E,) + ind(R) +ind(T +S)=0, 《4.6. 分 
又 由 (4.6,5) 及 定理 4.6.,6 得 
ind(R) + ind(T) =0, (4.6.10) 


联合 (4.6.8)，(4.6.97 和 (4.6.10)， 邑 得 
ind(T + S) = ind (T) (31SI<TR]) 
注 ”从 定理 的 证 明 中 可 直接 看 出 ， 定 理 中 的 & 有 估计 如 下 ， 
车 RR 是 了 的 一 个 正则 化 子 ， 则 可 取 e<1/]|R], 
作为 例子 ， 我 们 来 考察 本 节 一 开始 提 到 的 奇异 积分 算 子 。 设 
uE L2(S1), Hh S! 表示 R° 上 的 单位 圆周 。 记 


uC) 7。 (VzESD。 


g1S— 2 


CHw (AP.V. | 


命题 4.6.8 HEZO) 
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证 首先 我 们 用 Fourier 级 数 建立 LOD- P AR 等 距 同 
构 。 VUGEL), ERFIR Fourier 级 数 


ulei?) = > Crei? (0<0<2n), 


其 中 
] fax . . 
T ~ uleid )e-i*ed0 (n=0, 土 1, 士 2,.…)，。 
27 Jo 
容易 验证 ; 


了 2(S1) Sus {cen} € 


是 等 距 同 构 的 。 其次， 注意 到 


-1 i ctg 9 
=-y| 1+ietg 2 |, 
可 见 
1 2 0 一 
(Hu) (eo) = Pv, | | 1+ietg -3 区 Ce 
27 J 0 
= Co 十 说 (ei2 ) ， 
其 中 
aeit) = EAA | u(ei?)ctg Pag 


E u ORR, Et Fourier 级 数 ， 


(ei!) = 一 1 > cn sigr (n)ei"®?, 


R=- 


_ 1 (n<0), 
sign(n) =+ 0 (n=0), 
1 (n> 0), 


Kt ELS, #EHR|š|< lu]. Jesh 2I 


° 
Pu > Chein9 
a-o 


是 亚 (S) 上 的 投影 算 子 。 最 后 ， 注 意 到 关系 式 : 


Pu= Cu ið) +e = G + Huy, 


2 
其 得 H =2P - I, (4.6.11) 
所 以 有 HE gL). 
注 H(4,6.11 FB), a, beC, Mi 
al+ibH = (a +ib) P + (a -— iy (I -P), . (4.6.12) 


引 理 4.6.9 V9ECCS!)， 如 果 定 义 算 子 
[p,PJAp.P-Pp'.， 
共 中 %， 表示 L?(S!) 上 的 乘法 算 子 ，P 了 是 命题 4.6.8 的 证 明 中 引 
进 的 投影 算 子 ， 那 末 
[9 站 EGGC2CSD) (YV9ECCSD)。 
证 G) # p= (me Z), ij 


Lp, P ju = S ope! tn)9 _ Cnettn ra)9 
n=0 


= 5) opne, 
-MAKO 
它 是 一 个 有 穷 秩 算 子 ， 
Q) 对 任意 的 三 角 多 项 式 p= D daei’, HGD, [e ,Pj 也 
Ilale 
是 有 穷 秩 算 子 ， l 


G) Y9EC(o0，Ys>0， 存 在 三 角 多 项 式 pe, 143 


e 
le -pelec < 


从 而 
ICe,P]- [o P |, 2 081 


= Eg- pe, P]le az 815 <, 
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了 于是， 由 命题 4.1.2(3)， 我 们 证 明了 : 
[o, PECL. 1 
对 YpECCS!)， 我 们 称 


1 f?" io 
nAz, darg ¢ (ei?) 


ó 
为 画 数 9 关于 原点 的 环绕 数 ， 
定理 4.6.10 车 c,4ECCS'), 满 足 (c + d) (2 天 0(Y>ESD)， 
则 算 子 T=cP +a- PEIS), HH. 
ind(T) =vaá — vec, 
其 中 内 和 va 分 别 是 而 数 e 和 关于 原点 的 环绕 数 ， 
证 (D 取 S= 汪 .P+ 广 " 《1 -了 ), 按 引 理 4.6.9, 它 是 T 


的 正则 化 子 。 
(2) 注意 到 ， 由 引 理 4.6.9， 

T=c.P+d. (I- PY=Pec. P+(I-Pyd. (1—- P) +K, 
Jeh Ke 6CL2(S1), 32.2 分 别 表 记 PLS U - Py1° 
(S1) 按 Fourier BE JF ZBZ BS P PÆL MJ 

Pe. PEJ), (TI-P)yd. Q -P)€ £ GQ. 
由 假设 < 的 关于 原点 的 环绕 数 是 x*， 这 表明 ，3 卫 。 e.” 间 的 
Ae MEERI 

F: [0,1]x St— CN(0), 
使 得 F(0,eie) =e(ei9y, 下 (182) = 
又 因为 |F| 在 [0,1]xS! 上 不 为 0 ， 所 以 有 下 界 5>>0， 分 割 [0， 
1 ] 为 NN 等 分 ， 使 得 在 每 个 小 区 间 [tj ,tir1j 上 ， 
[AFIA maz |FG,e0)- F(s, < ++ 
tss ELt jst jga) 

应 用 定理 4.6.7 及 其 注 ， 可 得 : 

ind(Pe » P|,2)=ind(Pei’e?, P| ;2) = 一 ye， 
上 起 最 后 一 个 等 号 是 因为 Pei"。" Pli 是 全 上 的 推移 算 子 。 同 
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ind((T-P)d + (I — P> | 2) 
=ind((T —Pyeir 6 , (I — P)| 2) = vao 


从 而 (参看 习题 4.6.2) 
ind(T) = va — ve, 
注 定理 4.6.10 的 逆 命 题 也 是 对 的 ， 即 ， 如 果 
c. Prd. (IT-P)EF(L(S)), 
JK (e DECES., 参看 本 书 续 编 ， 第 五 章 ， 


习 
《本 节 各 题 中 的 名 ,YZ ,2 均 指 B 空间 》 
4.6.1 设 TEI( 名 ,9Y)，AEGC( . Z), 求证: 
G) T+AC.Z (2 , Z); 
(2) ind(T + A) =ind(T), 
4,6,2 i% Te gZ(2)5, S€. ( Z), HE: 
(1) TOS EF (LPBY); 
(2) ind(TOS) =ind(T) + ind(S). , 
4.6.3 I2⁄2C Z, HLZ > ZJ A E TER W, 3 iz 
Te zZ(@ , Mh H, 
[x] ,<e([x] + [Tx]. (Vv x€ 2), (4.6.13) 
鞭 中 c 是 一 常数 。 求证; 
G) dim N (T) <00; 
《2) RT) ERE. 
4.6.4 在 上 题 中 ， 如 果 将 (1) 与 (2) 作 为 假设 ， 求 证 ， 存 在 常 
数 c 汪 0， 使 得 (4.6.13) 成 立 ， 
4.6.5 RTEFCZ, Y), RE: 
GD T*EF(Y*, Z) 
(2) ind(T*) = -ind(7), 
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4.6.6 ”在 例 4.6.4 中 ， 求 工 的 左右 正则 化 子 ， 

4.6.7 设 0Q 人 RR? 是 由 光滑 曲线 1 围 成 的 区 域 ,名和 CC(B) Aë 
由 在 Q 内 解析 , 在 史上 连续 的 画 数 组 成 的 闭 线性 子 空间 ， 求 证 ; 
限制 算 子 


R:iu(zy—u(z)]; r 


Eg >C H Fredholm F, HR ERIE. 
4.6.8 RGEC, IIG =1,2, n), 


d Na d \n-! 
T = (J>) +a, Kx) (4) +e tanl), 
R: Te (C 0,12, CL0,1j), #f# ind(T), 
4.6.9 izZatGxy€C[(0,1), =acc)，， 求 证 ， 
T&€.Z#(C 0,1<>a(Gx)s80 (V<x€C[0,12), 


4.6.10 RAEZCZ), f#E3n cC N, w4 
I—ArcCÇG(2), 


RIE: AEF). 
4,6,11 PI T € Z(2 , Z), TEZY, Z), WETTE 
Z(2 ,Z) ， 求 证 ， 
T,€.Z(@, ZT EF, Z), 
4,6,12 BD AREL AMA, AOD) D E. py Hardy 
ZB , 它 指 在 必 内 解析 也 其 Taylor 系数 序列 属于 的 函数 全 休 。 


G,A anban (Yf, gE HD)), 


n=0 
共 中 fz) = Dans”, glz) = S baz” (YVzED), 
n=U n=0 


又 记 S11=9D， 对 VPECCS') ,定义 Toeplitz 算 子 Tp WMT: 
T e= PM, 
Jep P i LSD ADR iE 28 e 5 Pk, HH 


P: ulei?) = > Cnet"? mu Cz) = D> eaz"( vyz ED); 


n = — > n = 0 
Me 是 上 (537) 一 L?(51) 的 乘法 算 子 ， 即 uo， u; m: & HOD) 
L (St BJ K A Sk, HJ 
i: u(z) = Senz" u (eit) = Sionee, 
n=0 n=0 


求证 ， 若 9(s) 才 0CYsSES)， 则 To EF( 有 CD))， 震 且 


ind(T,) = — 去 "Jarg AGF 
0 


r) 


全 体 正 整 数 

全 体 整 数 

全 体 实数 

n 维 Euclid % [š] 

全 体 复数 

数 域 ， 实 数 或 复数 

正 无 穷 大 或 复 平 面 上 的 无 穷 远 点 
zE 

向 量 窗 间 的 零 元 素 

以 xz 为 中 心 ， 以 了 为 秆 径 的 开 球 
集合 已 的 内 点 全 体 

对 应 到 

一 对 一 

IA 

右 端 是 左 端 的 定义 

存在 唯一 

当 且 仅 当 

PA 


iE, aht 
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习题 补充 提示 


LL. 设 fGyE2 C TD WOE M LER AYME R” h 

的 有 界 闭 集 , 所 以 存在 z € M 使 得 
Plg Tr) = f C2) = minf (x) = minele, Tz). 

如 果 olro Tr) =0, W A z, 就 是 不 动 点 ;如 果 pCzo,Tzo) 之 0, 一 方面 ,根据 
假设 PT ao T z) <p(a |, Tz) =minp(z,Tz); 3 — A M , Trg, T2z € M, 
这 与 plr Tro kR B 2F A. 

1.3.8 记 z 一 inffo(z,(z))1zEM}, 先 证 存在 = € M, E1 

Plza f(x0))=d. 
这 从 下 确 界 的 定义 出 发 , V nE N , 3 zcEM, 使 得 
d< PEED < d+ 


又 因为 M 列 紧 , 故 存在 zw 一 zo, 将 上 而 不 等 式 中 的 n AY n IFE koo, K 
证 得 o(zo, f (xo) =d. 再 证 d= 0. 

用 反 证 法 .如 果 4d>0, 则 有 d< o (f (zo), f (f (za )2) < p (zo, f (zo) ) = d 
了 矛盾 . 

1.4.3 考虑 CiL0,1] 中 的 函数 列 ， 


fz) = Af z° 4 1 (一 1 委 Z 委 1)， 


可 以 验证 {f,《x)}? 按 范 数 全 .站 是 基本 列 . 但 是 
fx) > |=] & C:[0,13. 
1.6.7 (1) 当 5 一 4 一 1 时 , V n，{e”)} 的 周期 是 1, k S= 0), 34 
b—a<1 时 ,车 wuE€Z[a,b]j, 使 得 


bp 
| az = 0 (2 一 1,2,…)， 


> 


二 人 ZE[a,o， 则 有 


0, r€ [b,a+ 1], 
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Ga 十 1 . 
| edr = 0 = ŭ = 0 (z € [a,a + 1]) 


=> u = 0 (< € [a b) = S+= {0}. 
(2) 若 b—a>1, Xit (ey oE L [b1 b] EHAE. 因此 ， 
L’ [b—1,b] ERIR Z T A H ÈR Fourier 系数 决定 . 利用 这 一 点 ,对 V z € 
[a,6 一 1]，w 关 9. 可 以 将 它 扩 充 为 Liab] EHRE o (z) € St, i oad 


人 xz € [a,b — 1], 

 lgG), z€ (2— 1,6], 
其 中 4 一 1,65] 上 的 函数 立 (z) 的 Fourier 系数 通过 u(x) 在 [a,56 一 1] 上 的 值 来 
计算 , 即 


b 4 一 
g, = | Ne” “dz =— ue™ d 
b—1 a 
于 是 
a= > ge € Lb- 1], 
并 且 . 
` b—1 ` b ， 
| eeaz= | ue™ dz 十 edr = 0, 
a a 6—1 
EloCz)€ S+. 


2.1.3 (2) 先 证 明 | f |= sup f(z). 一 方面 ， v || z ||<1, z#0, 


feə= [zl ZT] < lz l sun so> 


a) 
= je A< l. 


X z=0, D=0<| fF, 所 以 
sup fæ) < || / |l. 
[=l <1 


另 一 方面 ， V | x |=1, Ve>0, 
= 
fa) = Q + əs =] < (1 + ë) sup (z), 


所 以 
| Al= sup fGz) < O + e) sup f(z) 
W =l =1 lzl —<1 
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=> || £ || < sup f2), 
lzll < 
故 | f |= sup f(x). 于 是 ,对 V6>0， 


ó| Z] = sup f(r) 一 sup fO). 
lel < lyi < 


2.1.4 容易 证 明 | f I<f xQ; Ide. 为 了 建立 相反 的 不 等 式 .对 V e> 


0, 根 据 y(z) 在 [0,1] 上 的 一 致 连续 性 , 3 T € N ,将 [0,1] x 等 分 ,使 得 函数 在 
每 一 等 分 区 间 上 的 振幅 小 于 =. 我 们 把 所 有 的 等 分 区 间 分 为 两 类 : 在 第 一 类 
区 疗 上 不 含有 孙 数 y(t) 的 零点 ,这 类 区 间 记 作 A, 在 第 二 类 区 间 上 至 少 含 有 
函数 y(2) 的 一 个 零点 ,这 类 区 间 记 作 V. 因为 函数 yG) TE X |a] V 上 必 有 零 
点 ,所 以 在 每 个 区 间 V EÉ lyo] <e 定义 去 CEC[0,1]， 

signy(t), ¿G€ A, 

线性 函数 ， 和 € V. 

同时 ,如 果 第 二 类 区 间 V 的 端点 是 a 或 已 则 令 去 (a? 一 0 或 去 (2) 一 0, 则 有 


1 
fG5= [zeyya)a: 


Ta) = | 


= X [ZOO + >F Zy Edt 
> Bly la _ Zj, old 

1 
= | ly le — 5j po jd 


1 
> | |yG) ]dz — 2e. 


fiz)=1 
215 |fG)|< z 12 TT 
|f£G@) <] £f I| z< | ——— zj 二 >F] 一 [71 


Ve>0, 3 zo 和 天 0, 使 得 
lG) | | Zo | 1 
Ta 1 [Fel SA 

注意 到 /| FE | AiE adc 


2.1.6 V m” 0, 3 zi 使 得 


> 一 jh 


HHE 


` 
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=l / l. 86 
[és < 
ES e= zl l. 
2.1.7 (2) 举 一 个 反例 . Z 
= (Gotamo | DIBI <+ o}, 
Vz= Gii ER, | <| = sup |£, l. 
EX S= SeA a=, 0,--.) ER ER f(a)=0. PAM aW fa) 


构造 如 下 线性 算 子 ， VIER, EX Tr=r—af la). 容易 验证 N(T)= {9)， 
ZR NTA. 再 指出 7 无 界 ,为 此 先 证 f(z) = Sie, 无 界 . 令 


e 一 {(0,0，…，0,1,0，…}， <, 一 >, € =, || =, | = 1, 
k=] 
RAEI 


f(x,) = n = = n > co, 
| =, || 


即 了 无 界 . 再 证 T 无 界 ， 
事实 上 ,从 Tz=xz—af (z) = af(z)=x—T=w= Q —T)=z. 用 反 证 法 ， 
如 果 人 有 界 , 则 7 一 人 有 界 , 从 而 


fn Ja lIl lafa) | 


= || — T>= || < w || = |! , 
即 上 有 界 ,矛盾 . 
2.1.8 (D) i N(J)= Ht,W ESE TE 
FI = || Z || oa NP). 
Ve>0, 3 VENG), 
|| = — y, || < ec NA) + e, 
Mao fe — yo] < l| Z lz eyez 
< || £ ||ke NC) + e) 
= IfG)| < || f | e%,NcD). 
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另 一 方面 ， V zz 人 NCA, VER, S y=z—fGD, M VENA, H 


fGe)(z — y)= Faze FE lz- yll = fæ] 


= || z- y lisu LEl < | Z) | 
zo || = | 


=> ai, IE =y lsup Z E T< < | f(c) | > 
Bp l| Z || ENEA < | fez) |, 


(2) V=€ ;— f(z) =à = p(x HDE for) |= 141. 

为 了 解释 (1) 和 (2) 的 几何 意义 ; 设 .多 -二 R’, K=R', v feaz", 
| f=1, v== G, € R’, zi= (1,0), z,= 0,1), a=f (zx), B= 
f(x), W 

fæ) =t 09, F= = ve M. 

根据 平面 解析 几何 知识 ,| 了 (x) |= lEt RRA x 一 (&,7) 到 通过 原 

点 的 直线 (如 图 1 所 示 ) 
Hy = {z= (E,D | f(r) = of + p1 = 0) 
的 距离 , 即 
[Fæ] = [a€ + 7| = s, H), 

注意 到 1 fl H; 是 互相 平行 的 直线 ,所 以 对 VzE H}, 


= 
(z, HH) = p0, H = [+ By | = |al. 
usu “ i N a + E (及 一 (0,0) al 


mp 


23.6 令 | =l, ŽŽ z |+ syp pCz), 证 明 上 | = |, -上 的 完备 范 
数 ,然后 用 等 价 范 数 定理 . 所 给 的 条 件 (4), 有 两 处 发 挥 作用 . 其 一 是 证 明 
p(0)=0:;: Vzo 天 0， 

0 < (0) < limp| Tz 一 lim pzo) 一 0. 
其 二 是 证 明 (. 久 ,由 xz ) 完 备 时 ,从 
Iz. — z, |, > 0 = |z, — z, | — 0, 
HACA, | z 用 完备 ,所 以 3 z€ 2, AE > — x. 
vesE(0,1), I NEN, 


Ta 一 


la, — < $ = 2} |< >a 


[= — z, | 
moo r+, — = . <, — Em E 
== ,| [1)< tm] |=, z, 1)< 2 
从 而 推出 当 > N 时 ， 


lz. 一 直下 xz 一 zz 十 sup plz,— r) 


lz, zl =1 


<la- elt $ z — =l 


=- 人 + 二 = 一 

2.3.11 j N(AD= (z€ X |Az==0), ZERE À, Z/NA >Z, 

V [=]€.% /N(A), ÀA[z]= A=, Vz€ [zJ]. WEH 3 E 38 8.385. 再 由 
l AL] lly = laz |. < llalla F<21allr=ll, 
推出 À S. 由 Banach HAFTEM, ATEL (多 ,多 /N (A)). 不妨 假设 
PX = 0, y,>0,iË[=z,]= 4 1y,, 则 有 
[Cz = I Aa | < A > ll. 

于 是 , 取 z, € [el 1848 || z, |=<2 Een EE || =, |<c || >, ,其 中 C= 
2 l A~. 

2.3.12 (3) 注意 到 A/N E BZN. 考虑 T, A/N >X, 
Tlr]=Tz, 

DT) = {[ze Z/N) |z € DOT)), 


ER, NOT)D= [0], RCT)= RG. 
只 要 证 明 了 是 闭 算 子 ,用 (2) 的 结果 , 便 有 
HEJ l, < e IF Ex li 
即 dle, NTD Sa || T< |l. 
2.4.4 ERCH” =LI * K), 
hz, hare = zdar ef EE Sz), 
sup|(z,,f>| = sup | fsan) | 
= sup|/(z)| <+ (V FER”). 
由 共鸣 定理 || <, lar <M. BE z. |. =l z. ae <M. 
2.4.12 用 反 证 法 . 假定 mEC, 记 = 过, 则 mm 一 is 十 (1 一 zu 只 要 
能 找到 一 个 g&>>0, 使 得 B(x1,d)CC, 便 与 miE 3C 的 假设 矛盾 . 
因为 zeEC ,所 以 3 >o, E Blen) AE, Y y€ BD, E 


有 
z = Xx, + (1 — 4)y € C, 


z, = àr, + (1 — Ar 
= z — x, = (Q — 2)(y — zo) 
>f z=z l = a lly = | < a — 2. 
由 此 可 见 , 员 要 取 d= 二 (1 一 D6 即 可 .事实 上 , 当 | = 一 z || <d, RAR A 


y= z + — € Bla) C C, 


从 而 
z= x, + (3 — 4)(y — zo) 
= Àx, + (1 — Ara + (1 — 42) (y — xo) 
= Àx, + (1 — 2)y € C. 
2.4.13 注意 到 条 件 M 是 闭 凸 集 与 有 内 点 的 凸 集 B(z,d) 是 可 分 离 的 . 
即 根据 凸 集 分 离 定理 2. 4. 15 ,存在 f€ 2 ,aE R'E Y y€ M. z€ 
Bird), R f <a f (z). 于 是 
OS. L e eB J 49 
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inf [f(z) 一 dz)F(y)] 一 7z) — d(x) sup fo) 
B,D x€ BG@,1) 


x€ BÇ 


= fæ) — da) || f ll. 
由 此 可 见 , 取 A= HENE. 
2.5.17 注意 到 sf e fidzx 二 1, 令 
izl>n 
l 
定义 nel) 
ma) 2 y = G) | ° 2 | 多 
£ 
W l. L= (Jl) 


n 3 
一 (Sf _ edz] = 1, 
IZ- S, l> las, l, = 1. 
2.5.24 H d= infla |D, Y n 3 z EM, 4<]| z, |<a++ < 
4 十 1，{zo} 有 界 .根据 定理 2. 5. 28 存在 =, — =o 对 此 zo, 根 据 Hahn-Banach 
定理 推论 2. 4. 6, 3 SER ,使 得 | f ||=1, Fas || z, ||. FE, —Jrili 
z € M = || z, || > 2. 
另 一 方面 
|| = || = f€) = limfe) < lim l Z| z, EE 
故 有 | zo | = 4 = int(l = |). 
4.1.3 V [z]€ % /N(K), kr Ë K, 
KECHA, Y) == K € & (< ,2%), 
S ES 0, D= S 十 NC(K) 是 多 /NCK) 中 的 单位 球 . 且 久 (SN(K)) 一 
天 (CS) 是 列 紧 的 ,从 而 率 是 紧 算 子 . 又 玉 是 单 射 连续 算 子 一 ~ K `P, B 
DR- = R(K) Š RA). 
AN KOA: 多 一 名/N (KD) 是 闭 算 子 , 且 定 义 域 是 全 空间 .根据 闭 图 像 定 理 ， 
K''A 有 界 , 故 有 


A= K(K A) € ECZ, Y). 
有 界 


x 


4.1.11 $ v= lo =1, 要 证 的 结论 可 改 述 为 : 对 v = 
E 
0, 存 在 c(e) ,使 得 
lyla <= +c) |o, (V ç € Ba(0,1)). 
用 反 证 法 .如果 3 eo>0, Xt Y nE N ,3 vEBa(9,1) 使 得 |l on || >20 


Tallo, 上 ,那么 一 方面 ,wv ly >s B FE, on 一 0. 但 是 从 wv |, = 
1 和 .2 — @ 紧 ,可 推出 3 o, — o, BL Y — Z 3852 ES u, — ro. 3k 


样 , 一 方面 ,我 们 联合 ww - 0 和 o, o 得 到 u 一 0; 另 一 方面 ,| w |> 
= |l ||== 即 引出 矛盾 . 
4.6.3 (1) 用 r 表 示 多 一 的 供 入 算 子 ,那么 
jz ls ed z), + Tz lla) 
== || = |, <ed z= ll, + || Tz lla) 
= | zla <<c| zz]. V <€ NOD, 
特别 对 于 z. e NCT), || zx, 上 =1, 有 {rzs} 有 收敛 子 列 ,不 妨 仍 记 作 {rzx,}， 
|| =, — =, || < || z=, — TEn ||, —= {x} 收敛 ， 
从 而 NC(T) 上 的 单位 球 列 紧 , 故 dimN (T) < co. 
(2) 令 Tr Ep. v [z)€ X /NCT), W RCT) = RCT). 18 TEH 
RCT)BL HIM 2.3.4 (4), 只 要 证 连续 . 
用 反 证 法 .如 果 工 一 不 连续 , 则 3 [|[=,1||—=1,8E48 Teao. 
lEn] || = 1 = || =, || < 2 = (z=,) 有 收敛 子 列 ， 
不 妨 假设 这 子 列 就 是 全 体 . 这样 T =, 与 rz 都 是 基本 列 ,并且 
I æ Wa ed rz, |. + | Tae ll。)， 
于 是 有 | tr — tn lao. 
又 因为 < 完备 ， 
F z, > zx => Tr, > Tro => Tlen] > Tro, 
KA Tie J0 EA 
T'= = 0 == zo € NIT) == [zo] = [0] 
以 及 WE] = rz, — [zol | < | =, zl — o, 
ke 55 ||[z,J]|=1 35. 
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Alaoglu 定理 
Arzela-Ascoli 定理 
Ascoli 定理 


半 模 

半 内 积 空间 

本 征 元 

本 征 值 

闭 集 

闭 图 像 定理 
闭 值 域 算 子 
变 分 不 等 式 
不 变 子 空间 

不 动 点 

不 动 点 定理 

Baire 网 定理 
Banach 不 动 点 定理 
Banach 空间 
Banach-Steinhaus 定理 
Bessel 不 等 式 
Brouwer 不 动 点 定理 
B 空间 

B.L.T 定 理 

B* 空间 


Bo 空间 


# 引 
( 按 汉语 拼音 顺序 ) 


Bè 空间 
C 
149 
ag 承 托 超 平面 
稠密 
WARTE A 

34 重 数 

34 Cantor # 

54 Caratheodory 定理 
154 Cauchy-Schwarz 不 等 式 
154 Cf) 

2 Ch 
100 CY (O) 
218 (E) 
77 CCK, 
gza D 
4 单位 球面 
91 等 度 连 续 
4 等 价 范 数 定理 

26 等 距 同 构 
102 等 距 同 构 映 射 

60 等 值 面 

49 狄 氏 边 值 问题 

27 第 二 纲 集 

99 #s — Jia 2 |l 

27 第 一 纲 集 


177 第 一 预 解 公式 


178 


度量 空间 
对 称 凸 集 
对 角 化 
对 角 线 法 则 
Dirac 符号 
和- 函数 
DD 
D'MA) 


E 


二 次 型 
Eberlein-Smulian 定理 
e- 网 

EM 


范 数 

复 Hahn-Banach 定理 
Fourier 变换 
Fourier 积分 
Fourier 道 变换 
Fourier 系数 
Fredholm 结论 
Fredholm 算 子 
F 空间 

F * Z |Ë] 

£ (r) 

多 (2 多) 
Fl% 2) 


HEIRE R K 
HEAT 
共鸣 定理 
广义 函数 
广义 微 商 
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179 


100 


Gelfand 定理 
Gelfand 引 理 


Green 公式 
H 


Hahn-Banach 定理 
Hausdorff 定理 
Hilbert 空间 
Hilbert-Schmidt 定理 
Hy 

H”) 

HA) 

HPM 

HFD 

HCR) 


基本 空间 
基本 列 

极 大 线性 子 空间 
极 化 恒等式 
极 小 极 大 刻 划 
紧 算 子 

局 部 可 积 函 数 
距离 空间 

均衡 凸 集 

jala) 


FRA 
开 映 象 定理 

可 分 

可 扩张 
可 数 模 空 间 
Kuhn-Tucker 定理 


235 


204 


200 


123 


连续 谱 

列 紧 

零 链 长 

Lagrange ÆT 
Laplace, 方程 
Lax-Milgram 定理 
Lax 等 价 定理 
Lipschitz 空间 

Lk (Q) 

LeO, E) AKLA) 
LO (Q, p) 

P (1p) 

° 

sS (m) 

s (= 多) 


模 等 价 

Mazur 定理 
Meyers-Serrin 定理 
Minkowski 不 等 式 
Minkowski ZZ PÑ 


内 积 空间 
Newton 法 


平方 平均 通 近 
平行 四 边 形 等 式 
谱 半 径 

谱 点 

谱 集 

Plancherel 定理 


Poincaré 不 等 式 57 


Q 
强 极限 142 
IKA 142 
曲线 光 顺 71 
全 连续 算 子 208 
R 
88 FH 153 
弱 极 限 142 
弱 解 85 
弱 列 紧 149 
弱 收 敛 141 
Rellich 定理 202 
Riesz 定理 83 
Riesz 引 理 38 
Riesz 表示 定理 133 
Runge 定理 133 
S 
商 空间 42 
剩余 谱 155 
实 Hahn-Banach 定理 108 
收敛 2 
mu 90 
速 降 函数 179 
Schauder 不 动 点 定理 49 
Schauder 基 212 
Sobolev 空间 197 
Sobolev KAZHE 201 
ZORD i 179 
s” (RD 193 
T 
8 44 
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Beikera E 
线性 包 
线性 和 
线性 基 
线性 空间 
线性 流 形 
线性 同 构 
线性 相关 
线性 子 空间 
像 链 长 
序列 完备 


压缩 映 象 原理 
FERD 
样 条 函数 

一 致 收敛 
一 致 有 界 
一 致 有 界定 理 
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BRAFA 
有 穷 秩 算 子 
预 解 集 

余 维 数 

Young 不 等 式 


障碍 问题 
真子 空间 
EX 

正 交 补 
正 交 分 解 
正 交 规范 集 
正 交 化 
正 交 基 

正 交集 

正 交 投影 算 子 
正则 集 
支 集 
直接 和 
指标 
秩 1 算 子 
准 范 数 
准 模 

自 反 
自 列 紧 
REE 
RERE 
最 佳 估计 问题 
最 小 二 乘法 
Zorn 引 理 
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